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JOHDANTO 1

Johdanto

Yleista. Tyon tavoitteena oli kuvata yhdesti yhtenaisia alueita
konformisesti yksikkokiekoksi, ylemméksi puolitasoksi tai suorakaiteek-
si. Hy6tyna tastd saadaan lampdotilajakaumien, sahkokenttien poten-
tiaalien, virtauksien, elastiikan, akustiikan, tai lujuuksien laskemisessa
kiytettyjen differentiaaliyhtéléiden yksinkertaistuminen, kun tarkastel-
tavan alueen reuna on saatu kuvattua sdannollisemmaksi. Ta&ma omi-
naisuus perustuu olennaisesti siithen, etté jos w : 2; — €5 on konformi-
kuvaus, niin se on ensinnéakin homeomorfismi alueiden €2, ja €y valilla
ja toiseksi, jos kuvaus jaetaan reaali- ja imaginaariosiinsa

w(z) = w(r +iy) = u(z,y) +iv(x,y),

niin sekd reaali- ettd imaginaariosat u ja v tayttavat Laplacen yhté-
16n Au = gy + uyy, = 0 (ja siis sama v:lle). Kun vastaavasti useat
kaksiulotteiset fysikaalisissa sovelluksissa esiintulevat osittaisdifferenti-
aaliyhtalot ovat muotoa

—aAu+0b-Vu+cu=f,

niin yksinkertaisemmalle alueelle suoritetun konformikuvauksen hyo-
dyt ovat ilmeisia. Ks. erityisesti [SL, Luvut 1 ja 5-14].

Konformikuvauksia on historiallisesti ja nykya#ankin kiytetty kart-
tapiirrosten teossa, tunnetuimpana esimerkkind Mercatorin projektio,
jolla Maan pallopintaa voidaan kuvata tasokarttana niin, etté leveys- ja
pituuspiirit ovat kartallakin edelleen tdsmélleen kohtisuorassa. T&ll6in
pinta-alat ja etdisyydet eivit kuitenkaan siily suhteellisesti samoina,
vaan napa-alueiden laheisyydessé pinta-alat kasvavat ja pituudet veny-
vat leveyssuunnassa. Naitd muutoksia voidaan analysoida esimerkik-
si konformisen tiheyden (1.3.5) avulla. Konformikuvauksia on viimei-
simméan vuosisadan aikana kaytetty lisdksi tuulitunneleiden, elektro-
nimikroskooppien, kiintolevyjen lukupéiden, piirilevyjen, kondensaat-
toreiden ja puolijohdekomponenttien suunnittelussa, samoin kuin esi-
merkiksi aivojen magneettikuvauksen tulosten esittamisessa [ZHGM].
Konformikuvauksilla on merkitysta myos jatkuva-aikaisisten stokastis-
ten prosessien analysoinnissa, sillé on voitu osoittaa, ettd alueen reunan
konformisesta kuvasta yksikkokiekon reunalle voidaan paatelld ns. har-
moninen mitta, joka kuvaa stokastisen prosessin lopputiloihin paaty-
misen todennékoisyystiheyksia (ks. kappaletta[1.9). Artikkelissa [TD,
Kohta 4| kisitellaan myos jonkin verran kdytdnnon sovelluksia, esimer-
kiksi vapaat virtausprofiilit, lahestymistapana myohemmin mainittava
Schwarzin ja Christoffelin integraalikaava.

Kaytetyt menetelméat. Konformikuvausten menetelmien pohja-
na on tassa tyossa kaikissa tapauksissa kaytetty kompleksifunktioiden
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teoriaa. Syyné tahén on se, etté sellaiset annetun alueen A yksi-yhteen-
kuvaukset eli bijektiot kohdealueeksi B, joissa annetun alueen sisil-
14 ei esiinny napoja, oleellisia erikoispisteitd tai derivaatan nollakoh-
tia sailyttavat sisdiset kulmat. Mikali my6s saman kuvauksen laajen-
nus A:n sulkeumalta B:n sulkeumalle eli ns. Caratheodoryn reunalaa-
jennus, on bijektio, niin ndmé kuvaukset ovat konformikuvauksia (ks.
lausetta [1.3.2). Tamé yleisesti tunnettu tulos on néytetty peruskésit-
teita esiteltdessa ja esiintyy miltei missé tahansa kompleksianalyysin
oppikirjassa, esimerkiksi [Rud, Luku 14|, [Ahl, Luku II, Kappale 3.2.]
tai [Gam, Luku II, Kappale 6].

Jotta konformikuvausten hakeminen olisi yleensd mielekésta, on
tassa tyossd tuotu esiin téarkeind apuvilineind Riemannin kuvauslause,
joka sanoo, ettd miké tahansa Jordan-alue voidaan kuvata konformises-
ti yksikkokiekoksi, tdméan konstruktiivisena todistuksena Koeben ku-
vaus (ks. lausetta [1.7.1] todistuksineen), Schwarzin ja Christoffelin in-
tegraalikaava yksikkokiekon tai ylemmén puolitason kuvaamiseksi mo-
nikulmioksi (ks. mm. lauseita 1.10.5 seké 1.10.6) ja jalkimméisen eri-
koistapauksena kolmen eri lajin elliptiset integraalit (ks. lukua 2). Eri-
tyistd huomiota on kiinnitetty niihin Schwarzin ja Christoffelin kaavoi-
hin, jotka kuvaavat yksikkokiekon monikulmioksi, silla kuten néiden
todistuksista voidaan havaita, vaaditaan niiden pétevyydelle tiukem-
pia rajoitteita kuin vaikkapa sille Schwarzin ja Christoffelin kaavalle,
joka kuvaa ylemmén puolitason konveksiksi monikulmioksi. Ks. lauset-
ta[1.10.7/ todistuksineen. Liséksi on jonkin verran kiinnitetty huomiota
Schwarzin ja Christoffelin kaavan parametriongelmaan, joka esiintyy
silloin kun kulmapisteitd kohdemonikulmiossa on enemmén kuin kol-
me, samoin kuin kasautumisongelmaan, joka esiintyy silloin, kun mo-
nikulmion sivuja on useita tai ne ovat huomattavan pitkia. Naiden tar-
kemmasta késittelystd, ks. artikkelia [TD]| tai teosta [How|. Térked
perusteos Schwarzin ja Christoffelin kaavan kidytostd on [DT].

Yksikkokiekon ja puolitasojen vilisid kuvauksia varten on esitelty
Mébius-kuvaus (ks. lausettal1.6.10 ja kaavaall.6.14) ja paikallisten (44~
rettomyydessi tasoittuvien) konformikuvausten laatimiseksi Joukows-
kin muunnos (1.8.1).

Niisséd tapauksissa, joissa alkuperdinen alue on kuvattu konformi-
sesti suorakaiteeksi, kuvaten etukidteen maarityt nelji reunapistetta
suorakaiteen kulmiksi, on huomiota kiinnitetty syntyneen suorakaiteen
korkeuden suhteeseen leveyteen. Tamé suure, jota sanotaan nelikul-
mion moduliksi eli venymaéakertoimeksi, toimii erdéané objektiivisena
suureena madritettdessa konformikuvausten tarkkuutta. Ks. lausetta
1.3.6. Néin siksi, ettd joissakin tapauksissa nelikulmion modulin arvo
on etukiteen teoreettisesti selvilla.

Konformikuvauksen numeerisista menetelmista on téssa tyossé kes-
kitytty eniten oskulaatioalgoritmeihin. Tamé valinta on tehty padasias-
sa siksi, ettd niiden tutkimus on ollut ilmeisesti viime vuosikymmenina
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viahdisempéd kuin esim. variaatiomenetelmien, vrt. [SL, Kappale 4.1],
jossa oskulaatioalgoritmien kenties virheellisesti todetaan “sopivan huo-
nosti mekanisoitavaksi tietokoneella”.

Néista on késitelty Riemannin kuvauslauseeseen perustuva yleispé-
tevi Koeben algoritmi (ks. kappaletta [3.4), allekirjoittaneen itse ke-
hittamé Joukowskin muunnoksen algoritmi (ks. kappaletta [3.7) tie-
tyt sddnnollisyysominaisuudet tayttévien alueiden konformikuvauksek-
si yksikkokiekoksi, samoin kuin terédvien sisa- ja ulkokulmien oikaisuun
perustuva Grassmanin algoritmi. Tata nimitysta on kiytetty pédasias-
sa siksi, ettd R. Michael Porterin artikkelissa [Por, Kappale 6.3| kul-
mienoikaisuista oskulaatioalgoritmeissa néin tehdadn. Artikkeli tosin
puhuu yleisluontoisemmin kulmienoikaisun yhdistdmisestd muihin ku-
vauksiin, téssd taas kulmienoikaisut on jaettu kahteen eri luokkaan,
ulospéin avautuvien terdvien kulmien oikaisuun Koeben kuvauksen tyyp-
piselld kuvauksella (ks. kappalettal3.5) ja konveksikuoren (engl. convex
hull) sisdédnpéin avautuvien kulmien oikaisuun murtopotenssilla, jossa
eksponentti > 1, (ks. kappaletta[3.6). Loytdméni lahdeaineiston perus-
teella ei ole selvad, missa méadrin konveksikuorta on kéytetty hyvéksi
oskulaatioalgoritmeissa aiemmin. Oskulaatioalgoritmeista on mainitun
artikkelin sinh-log-menetelmé |[Por, Kappale 6.4] téssd tyossd sivuu-
tettu.

Konformisista taitoksista on esitelty muttei testattu geodeesinen al-
goritmi, viiltoalgoritmi ja vetoketjualgoritmi (ks. kappaleesta3.2/eteen-
péin ja artikkelia [MIR]). Liséksi on suoritettu joitakin nelikulmion mo-
dulin mittauksia elementtimenetelmalld, samoin kuin harmonisen mi-
tan arviointia, ks. lukua 5.

Konformikuvausmenetelmista yleisesti ja alan kehityksestd tehok-
kaan numeerisen analyysin aikana on hyva ldhdeartikkeli [Pap], jossa
kiydaan lapi edesmenneen saksalaisen Dieter Gaierin tutkimuksia eri
konformikuvausalgoritmeista. Samoin kirjallisuudesta voidaan mainita
[Weg|, joka kisittelee laaja-alaisesti eri konformikuvausalgoritmeja.

Tuloksista lyhyesti. Luvussal5 on taulukoitu numeerisesti arvioi-
tuja nelikulmion moduleja useille yhdesti yhteniisille alueille, samoin
kuin elementtimenetelmélla laskettuja potentiaalikenttia. Lisdksi kah-
desta alueesta on arvioitu harmonista mittaa Grassmanin algoritmin,
Joukowskin muunnoksen algoritmin ja yksikkdkiekon reunan mittaa-
misen yhdistelmélla. Tarkempia tietoja varten, ks. lukuja 5/ ja 6.

Johtopaitoksistd lyhyesti. Saatujen numeeristen tulosten pe-
rusteella Koeben algoritmi on laskennallisesti stabiili, mutta hidas ja
numeerisesti epéatarkka konformikuvausten méaarittadmiseksi. Sitd voi-
daan kuitenkin kdyttda viimesijaisena vaihtoehtona reunaltaan mo-
nimutkaisten alueiden kuvaamisessa, esimerkiksi jos on tarpeen saa-
da karkea approksimaatio harmoniselle mitalle osasta tdmé&n reunaa.
Joukowskin muunnoksen algoritmi on hieman nopeampi ja tarkempi,
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mikali kuvattava alue oli konveksi. Myos joillekin yksinkertaisille ei-
konvekseille alueille saattoi soveltaa Joukowskin muunnoksen algorit-
mia, mikéli esiratkaisijana oli kiytetty Grassmanin algoritmia terévien
ulospéin avautuvien kulmien oikaisemiseksi. Elementtimenetelma tuot-
ti kohtuullisen tarkkoja arvoja, mutta oli hidas ja hyvin monimutkai-
silla alueilla epéstabiili. Johtop&éatoksistd tarkemmin luvussa (6.



Osa 1l

Konformikuvausten matemaattista
teoriaa



Yleista

Téamén osan tarkoituksena on esitella konformikuvausten yhteydes-
sé tarvittavia tarkeimpia késitteitd. Namé on jaettu kolmeen osaan,
joista ensimmaéisené esille otetaan kompleksitason topologian ja komplek-
sianalyysin peruskésitteiti, mukaanlukien Schwarzin ja Christoffelin in-
tegraalikaava ja sen erditd tulkintoja. Toisena otetaan esille elliptisten
integraalien ja elliptisten funktioiden kaavoja, johtuen niiden merkityk-
sestéd suorakaiteita koskevien konformikuvausten yhteydessid. Kolman-
tena késitelladn konformisten taitosten ja oskulaatioalgoritmien teori-
aa, jolla pohjustetaan mychempééd tietokonenumeriikkaosaa.

Osa lauseista on esitetty todistuksineen, erityisesti Mébius-kuvausten
teoriaan, Schwarzin ja Christoffelin kaavan yksikkdkiekkotulkintaan ja
elliptisten integraalien Landénin muunnoksen geometriseen tulkintaan
on kiinnitetty runsaasti huomiota. Tama kasittelytapa on valittu péaa-
asiassa siksi, ettd monet kirjallisuus- ja verkkoldhteet saattavat perus-
tella ne vain osittain ja jattaéd olennaisia piirteitd niiden todistuksista
vihemmalle kisittelylle. Esimerkkind téasta [TD, Kaava 1], jossa muu-
ten on ajankohtaista ja tdrkedd teoriaa Schwarzin ja Christoffelin kaa-
van sovelluksista ja sen muunnoksista koskien pitkulaisia alueita, joissa
esiintyy runsas kasautumisongelma.

Esimerkkiné téastd ovat Schwarzin ja Christoffelin kaavojen péte-
vyyden kannalta olennaiset rajoitusehdot. Naistd ylemman puolitason
konveksiksi monikulmioksi kuvaava muunnos on joustavin, konkaavien
monikulmioiden eli ulospéin aukeavien kulmien osalta on ddrettomassa
sijaitsevien kriittisten pisteiden rajoituksia, yksikkokiekon kuvaamises-
sa monikulmioksi taas kulmien summaa koskeva rajoitus.



LUKU 1

Peruskasitteita

1.1. Alueet ja Jordan-alueet

Aloitetaan maérittelemalla tyon kannalta keskeisid topologisia ka-
sitteita.

MAARITELMA 1.1.1 (Kiekot). Kompleksitason zy-keskeinen ja
r-sateinen avoin kiekko olkoon

(1.1.2) D(zo,7) ={z: |2z — 20| <71}.
Vastaavasti zo-keskeinen ja r-sdteinen avoin puhkaistu kiekko (zo pois-

tettu) olkoon
D' (z0,7) ={2:0< |2z — 2| <7}.

Téssé tyossa erityisasemassa on erityisesti yksikkdokiekko D(0, 1), jo-
ka on erds kanonisista alueista. Ks. [Rud, Kappale 10.1] ja kuvaa[1.2!
Alue maaritelladn tdssa tyossa jaljempéana yleisesti méaéritelméssall.1.4!

MAARITELMA 1.1.3 (Topologia ja avoimet joukot). 7 on komplek-

sitason C topologia, jos

e e T,

e Cer,

o V2o € C,r >0, D(z,7) €7,

o (Vke{l,2,.,n}, Vier) = N, Vh €T,

o VaVyer) =, Vaer.
Indeksijoukko o voi olla ddarellinen, numeroituva tai ylinumeroituva.
Topologiaan T kuuluvia joukkoja sanotaan kompleksitason avoimiksi
joukoiksi.

Ks. [Rud, Mééritelmé 1.2| tai [Vai, Luku 3|.

MAARITELMA 1.1.4 (Yhtendisyys, yhdesti yhtendisyys ja alueet).
Joukko ) on yhtenéinen, jos kaikille joukoille A ja B pdtee
AUB=Q = [(AUB#0)V(AUB#10)].

Sellaiset yhtendiset joukot, joiden ulkopuolikin C \ Q on yhtendinen,
ovat yhdesti yhtendisia.

Yhtendiset kompleksitason avoimet joukot ovat kompleksitason aluei-
ta (engl. region).

Ks. myos [Rud, Maéaritelma 10.1,Kappale 10.38|.
7
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MAARITELMA 1.1.5 (Homeomorfismi). Kuvaus
[ —
on homeomorfismi, jos
(1) f on bijektio
(2) f on jatkuva
(3) f71:Qy — Q on jatkuva.
Ks. [Vai, Mééritelma 9.2].
MAARITELMA 1.1.6 (Kéyra). Jos on olemassa homeomorfismi

f10,1] =,
niun vy on kaari. Jos on mdaritelty useita kaaria siten, ettd
fk : [07 1] — Yk ke {1727 "7n}7

ja kullekin k pdtee fi(1) = fry1(0), niin kaaret ovat pdistadin yhdistet-
tyjd ja muodostavat kdiyran. Jos erityisesti f,(1) = f1(0), niin kdyrd
on sulkeutuva. Kayra voi myds koostua ddrettomdn monesta kaares-
ta, jolloin kyseistd kdyrdd voidaan kdsitelld useiden dadrellisten kayrien

rajapProSessinG
rm
lim g
n—00 k:l,yn’]€

Pilkullista summamerkkid kdytettiin tassd kaarien paistdaan yhdistami-
sen merkkind. Vastaavasti ddrettomdan monesta osasta koostuvaa sul-
jettua kdyrdd voidaan kasitelld useiden ddrellisten sulkeutuvien kdyrien
rajaprosessina. Adrettomdt kdyrat mahdollistavat sen, ettd joku kdyrd
voi olla ei-missddn-derivoituva tai dimensioltaan > 1, eli ns. fraktaali-
nen kdyrd.

Pistejoukko

v ={x:3tel0,1] f(t) =2z}

on kaaren vy graafi ja unioni
= Jw
k=1
kdayrdin I graafi.

Téasséd tyossd ndmaéa késitteet samaistetaan ja tyydytdan merkitse-
méin vain v* ~ «, mikéli sekaannuksen vaaraa ei ole. Ks. [Vai, Luku
9] ja [Rud, Méaéritelméa 10.8].

MAARITELMA 1.1.7 (Jordan-kéyrét ja Jordan-alueet). Kdyra, joka
on homeomorfinen yksikkokiekon reunan D(0,1) kanssa, on Jordan-
kayra. Kompleksitason Jordan-kayrdin sisdpuolelleen sulkema alue on
Jordan-alue.

Ks. [Vai, Esimerkit 9.11, kohta 4].
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4 A

N

Kuva 1.1. Konveksi alue (vasemmalla) ja tahtiméinen
alue origon suhteen (oikealla).

Yleistetyt nelikulmiot. Maéritellaian mychempia kayttotarkoi-
tuksia ja konformisen ekvivalenssin tutkimista varten yleistetty neli-
kulmio.

MAARITELMA 1.1.8 (Yleistetty nelikulmio). Yleistetty nelikulmio
on wviisikko (2, 21, 29, 23, 24), jossa kukin piste z, k € {1,2,3,4} si-
jaitsee Jordan-alueen € reunalla Yk, z, € 02 ja mainitut pisteet ovat
jarjestyksessd kierrettiessd alueen €1 reunaa OS2 pitkin vastapdivddan.
Ndmd pisteet jakavat alueen 2 reunan neljidn osaan 02 = Uy, k €
{1,2,3,4}, missd kukin vy alkaa pisteesta zy, ja pddttyy pisteeseen zjy1,
poikkeuksena kaari vy, joka pddattyy pisteeseen zi. Nditd pisteitd zj, kut-
suttakoon alkukulmiksi tas kriittisiksi pisteiksi, kayrid v1 ja v3 yleiste-
tyiksi vaakasivuiksi ja kdyria v, ja v4 yleistetyiksi pystysivuiksi.

Tahtimaisyys ja konveksisuus. Oletetaan, edelleen ettd € on
alue ja etté zo € 2. Mikéli tdmén ja kaikkien muiden joukon €2 pisteiden
yvhdysjanat kuuluvat joukkoon €2, eli

(1.1.9) VzeQte (0,1),20+ (2 — 20)t € Q,

sanotaan, ettd €2 on tdhtimdinen pisteen zy suhteen. Joukko, joka on
tahtiméinen kaikkien sisépisteidensa suhteen, on konveksi. Ks. kuvaa

1.1

Kanoniset alueet. Méaaritelmésséi kanonisista alueista mai-
nittiin jo yksikkokiekko. Muita kanonisia alueita, jotka ovat térkei-
td konformikuvausten osalta ovat yhdesti yhtenéisista alueista ylempi
puolitaso

(1.1.10) H={z:Jm(z) >0},
ja normitetut suorakaiteet
(1.1.11) S(M)" = {z: Re(z) € (0,1) ANTm(z) € (0,M)}.

Ks. kuvia[1.2/ja[1.3!
Toisaalta joskus suorakaiteet halutaan asettaa mieluummin sym-
metrisesti y-akselin tai origon molemmin puolin. Liséksi kanoniseksi
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Kuva 1.2. Yksikkokiekko (0, 1) ja ylempi puolitaso H

Kuva 1.3. Normitettu suorakaide S(M) ja ympyriren-
gas eli annulus A(rq,75)

alueeksi katsotaan kahdesti yhtenéisista alueista ympyrarengas eli an-
nulus

(1.1.12) Alry,re) ={2:0<r <|z| <ra}.

Ks. |[Rud, Kappale 14.21] ja kuvaa [1.3| Téssd sovittakoon erikseen,
ettd madritelman [1.1.8/nojalla, jos sekaannuksen vaaraa ei ole, tarkoi-
tettakoon normitetulla suorakaiteella myos yleistettya nelikulmiota

(1.1.13) S(M) = (S(M)',0,1,1 + iM,iM).

1.2. Holomorfiset eli analyyttiset funktiot

Cauchyn-Riemannin yhtialot. Kompleksimuuttujan kompleksiar-
voinen funktio on holomorfinen eli analyyttinen alueessa €2, mikéli kai-
kissa alueen () pisteissd z € (2, raja-arvo

o w( k) —w(z)
(1.2.1) w'(z) = }lllir(l) 7

on yksikésitteisesti méaaritelty siitd suunnasta ja tavasta, miten h lihe-
nee origoa, riippumatta. Jos erityisesti madritellaan

(1.2.2) z=a+iy, w(z)=ulzy)+iv(r,y),
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niin tutkimalla erikseen lahestymisté x- ja y-akseleiden suunnasta, saa-
daan

uw(z + h,y) +w(zr + h,y) —u(z,y) —iv(z,y)

, .
Ve = :
= Uy + U,
— lim u(z,y+h)+iw(x,y +h) —ulz,y) — iv(z,y)
h—0 1h
(1.2.3) = v, — iUy,

Edellisesta kaavasta (1.2.3) voidaan, asettamalla reaali- ja imaginaa-
riosat samoiksi, johtaa Cauchyn-Riemannin yhtalot

(1.2.4) Uy = Vy, Uy = —Uy

[Rud, Kappale 11.2]. Mikéli kyseiset reaali- ja imaginaariosat ovat jat-
kuvia, ovat ne myo6s harmonisia, silla talloin sekaderivaatat B yhtyvat:
Ugy = Uyz, Vzy = Uyx ja

(1.2.5) Upy = VUgy = —Uyy, Uggp = —Ugy = —Vyy.

Ensimmaéisesté kaavoista (1.2.4) saadaan edelleen integroimalla

/uaz dy = /'Uy dyv

(1.2.6) v(x,y) = % dy+C, CeR,

joten jos tunnetaan harmoninen funktio u, niin se voidaan aina tulki-
ta jonkun holomorfisen funktion reaaliosaksi ja imaginaariosa selvittaa
Dirichlét’'n integraalilla (1.2.6). Sanotaan myds, ettd v on w:n harmo-
ninen konjugaatti tai liittoharmoninen funktio.

Mainittakoon téssd, ettd on olemassa erikseen yleisempi kompleksi-
muuttujan kompleksiarvoisten funktioiden luokka, jossa reaali- ja ima-
ginaariosa muodostuvat harmonisista funktioista kuten holomorfisten
funktioidenkin tapauksessa, mutta jossa ei vilttaméttéd edellytetd néi-
den olevan harmonisia konjugaatteja. Téllaisia funktioita sanotaan komp-
leksisiksi harmonisiksi funktioiksi, ndisté on lisdtietoa esimerkiksi teok-
sessa [Dur].

Kompleksinen integrointi. Maéaritelladn seuraavassa kompleksi-
nen integraali derivoituville integrointipoluille.

MAARITELMA 1.2.7. Oletetaan, etti ~(t), t = |a,b] on parametri-
soitu derivoituva kompleksitason polku, joka voi olla sulkeutuva vy(a) =
v(b). Funktion w(z) kompleksinen integraali polun ~(t) alusta loppuun
on

o i | W) (1)

IKaksinkertaiset osittaisderivaatat, joissa on derivoitu seki muuttujan z ettd
muuttujan y suhteen, esim. ug,.
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Joskus on kuitenkin tarpeen integroida ainoastaan paloittain deri-
voituvia polkuja pitkin. Talloin, jos I' on polku, jossa on laskettu yh-
teen (padtepisteet yhdistetty siten, ettd kunkin -, loppupédéd yhtyy
ve+1:11 alkupisteeseen) useita polkuja 7, niin voidaan maéaéritella

MAARITELMA 1.2.8. Jos ' =Y} | vk, niin

/Fw(z) dz = zi:/%w(z) dz.

[Rud, Kappale 10.8]

Cauchyn integraalilause ja potenssisarjaesitykset. Komplek-
sianalyysissé esiintyy tilanteita, joissa Jordan-alueessa {2 holomorfisen
funktion w(z) arvot tunnetaan ainoastaan alueen ) reunakéyralld -,
muttei alueen ) sisépisteissd. Talloin w(z):n arvot voidaan kuitenkin
evaluoida néissdkin seuraavan integraalilauseen avulla

LAUSE 1.2.9. Jos F(z) on Jordan-alueessa 2 mdadritelty holomorfi-
nen funktio, niin

(1.2.10) / F/(2) dz = 0.

Jos w(z) on Jordan-alueessa Q) mddritelty holomorfinen funktio ja
v(t), t € [a,b] tamdn parametrisoitu (sulkeutuva) reunakdyrd, vasta-
paivddn kierrettynd, niimn

1 w((¢) d¢

wiz) = 2 o0 C— 2
(1.2.11) - % bwwﬁi;i(? @ ca.

Jos taas z & Q, niin integraali (1.2.11) saa arvon 0 kaavan (1.2.10)

nojalla.

ToDISTUS. Sivuutetaan, ks. [Rud, Kappaleet 10.10-17,10.35|, jossa
on todistettu useita yleisempidkin lauseita tai [Ahl, Luku III, Kappale
2]. Todistus on kaiken kaikkiaan pitkiahko, koska siind joudutaan otta-
maan huomioon erikseen kiekkoja, konvekseja alueita, monikulmioita
ja integraalien yhdistamisid méaritelmén [1.2.8/nojalla. Téssé tyossa on
otettu esiin vain tassa esitettaviin sovelluksiin vaadittava muoto. [l

LAUSE 1.2.12. Jos funktio w(z) on holomorfinen yksikkokiekon si-
salld |z| < 1, niin funktiolla w(z) on yksikkokiekon sisdlld suppeneva
potenssisarjaesitys

0o 1 - A A
w(z) = chzk, k= — w(e) e ™ dp.
k=0

2 ) .



1.3. KONFORMIKUVAUKSET 13

ToDISTUS. Integroidaan funktiota w(z)/(z¥1) yksikkokiekon reu-
nan vy ympéri, eli sijoitetaan z = €, dz = ie” df ja lasketaan

w(z) dz w(e?)ie? do
., Sk+1 o 7 ei(k+1)0

_ /‘71' Zceei(ffkfl)e,zeie do

T 4=0

(1.2.13) = / > e df = 2imcy.

T 4=0

0

Erityistd merkitystd on lauseen [1.2.12 tapauksella & = 0, jolloin
saadaan translaatiolla ja skaalauksella ns. keskiarvoperiaate: jos funk-
tio w(z) on holomorfinen kiekossa D(zg, ), niin w(zy) on kiekon reu-
nalla laskettujen funktion w(z) arvojen keskiarvo. Jos taas valittaisiin
yleisemmin funktio, jolla olisi Laurént-sarjaesitys

(1.2.14) w(z) = Z crz,

niin w(e) olisi yleinen 27-jaksoinen funktio ja kertoimet ¢, olisivat sen
Fourier-kertoimia [Rud, Luku 10, Tehtéva 25|,|Ahl, Luku IV, Kappale
2.3].

1.3. Konformikuvaukset
Asetetaan ensin seuraavanlainen apumaéaritelma:

MAARITELMA 1.3.1. Yksikkokiekossa mddritelty holomorfinen in-
jektio w(z) kuuluu luokkaan €¥S, jos w(0) = 0 ja |w'(0)] = 1. Jos
erityisesti w'(0) = 1, niin w(2) kuuluu luokkaan S.

[Rud, Kappale 14.10]

Homeomorfismi, joka sdilyttaéd paikalliset kulmat alueen €2 sisilla
kuva-avaruudessa on konformikuvaus. Kun holomorfisten funktioiden
késite on tunnettu, voidaan konformikuvaus luokitella tasmaéllisemmin
seuraavasti:

LAUSE 1.3.2. Kompleksimuuttujan kompleksiarvoinen funktio w(z)
on konforminen alueessa §2, jos ja vain jos se on holomorfinen alueessa
Q, kaikissa alueen Q) sisapisteissd pitee w'(z) # 0 ja sen kadnteiskuvaus
on yksikdsitteinen, s.o. ei ole kahta alueen ) sisdpistettd zy ja zo, joille
patisi w(z1) = w(z).

TobisTus. Yleisyyttd loukkaamatta tarkastellaan apulausetta, jon-
ka mukaan ne funktiot, jotka kuuluvat luokkaan ¢S (ks. mééritelméi
1.3.1), sailyttavit origossa paikalliset kulmat, kun taas funktiot, joille
pétee w(0) = w'(0) = 0, eivédt néin tee. Syynd tdhén on, ettd néihin
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erikoistapauksiin padstain aina translaatiolla ja kompleksisella vakiolla
kertomalla.
Olkoon w € €S, jolloin ensinmainitussa tapauksessa pétee

0 o
(1.3.3) lim 20 i, (e” + chr’“ei’”) = ¢,

r—0 r r—0
k=2

jolloin ilmeisesti hyvin pienessé origon ympéristossa w(z) on pelkkd ro-
taatio €z, joka tietysti sdilyttés kulmat. Jilkimmaéisessd tapauksessa
taas joko w on nollafunktio tai on olemassa pienin mahdollinen n siten,
ettd w(™(0) # 0. Tallsin funktiolla w(z) on sellainen potenssisarjaesi-
tys, ettd voidaan lausua

0 o
(1.3.4) lim wre”) = lir% (cneina + Z ckrk_”eiw) = c,e™,

r—0 rn
k=n+1

joten w(z) taittaa origossa olevat kulmat n-kertaisiksi eikd siis séilyt-
tanyt niiden suuruuksia. Néin on lause (1.3.2) todistettu. U

Ks. [Rud, Kappale 14.2|, [Ahl, Kappale 3.2.| ja [SL, Kappale 2.4].
Konformikuvauksille olennainen suure on konforminen tiheys, joka
maéadritelladn
1
(1.3.5) o(w(z)) = ——.
|w'(2)]

Konformikuvauksilla o(w(z)) € (0, 00). Konforminen tiheys kuvaa si-
td, muuttuvatko pituudet kuvauksessa suuremmiksi (pieni konformi-
nen tiheys) vai pienemmiksi (suuri konforminen tiheys). Konforminen
tiheys on suuri derivaatan nollakohtien ympaéristossa ja pieni napo-
jen ympéristossa. Joissakin tapauksissa puhutaan myos suurennusker-
toimesta pituuden suhteen |w’(z)| tai suurennuskertoimesta pinta-alan
suhteen |w'(2)|?, joiden yhteys konformiseen tiheyteen on ilmeinen. Ks.
[SL, 2.29-30].

Konforminen ekvivalenssi ja konforminen moduli. Téssé vai-
heessa voidaan maaritelld konformisen ekvivalenssin késite yhdesti yh-
tenaisille alueille ja yleistetyille nelikulmioille. Yleistetyn nelikulmion
madritelmé ja merkintd on esitelty aiemmin kohdassa 1.1.8.

MAARITELMA 1.3.6 (Konforminen ekvivalenssi). Olkoot
(4, 21, 29, 23, 24) Ja (g, w1, wo, w3, wy) yleistettyja nelikulmioita ja
w:Q — Qy
homeomorfismi @, jolle
w(zg) = wg, k € {1,2,3,4}

2Joissakin tapauksissa hyviksytaan myos "viiltoalueet”, kuten kuvassa [1.10
my6hemmin esiintyy. Naissd tapauksissa tulee sisddnpdin taittuneen reunan pis-
teet laskea kulkusuunnasta riippuen useampaan kertaan. Téssé ndiden, samoin kuin
fraktaalisia reunoja kisittédvien alueiden, kisittely kuitenkin sivuutetaan.



1.3. KONFORMIKUVAUKSET 15

ja joka on konforminen alueessa y. Tédlloin kyseiset yleistetyt neli-
kulmiot ovat konformisesti ekvivalentteja toistensa kanssa ja voidaan
merkitd

w (4, 21, 22, 23, 24) — (Qa, w1, W, W3, Wy).

MAARITELMA 1.3.7 (Nelikulmion moduli). Jos yleistetty nelikulmio
(Q, 21, 22, 23, 24) on konformisesti ekvivalentti kanonisen suorakaiteen
S(M) kanssa, on timdn yleistetyn nelikulmion konforminen moduli eli
venymékerroin (engl. shape factor)

GQM ((9,21722,23,2’4)) =M.

Jos yleistetyn nelikulmion yleistetyt pystysivut vaihtaa yleistetyik-
si vaakasivuiksi ja toisinpéin, konforminen moduli muuttuu kaénteislu-

vukseen.
1

- GQM ((Qa 29, %3,y 24, Zl)) .

Ks. [SL, Kaava (3.101)|. Joissakin tapauksissa tarvitaan myos ympy-
rarenkaan modulin késitetta:

GQM/ ((Q, 21, %25 23, 24))

LAUSE 1.3.8 (Ympyrérenkaan eli annuluksen moduli). Negatiivista
reaaliakselia pitkin katkaistun ympyrdrenkaan A(ry,r9) \R_, konformi-
nen moduli GQM (A(ry,r) \R_) on

th(I)l GQM (A(T’l, 7"2) \ R,, —7T9 + ih, —7ry + ih, —Tr1 — ih, —7T9 — ih) =
—0+
2
In(ry) — In(ry)’
mikdle sisd- ja ulkorenkaat tulkitaan yleistetyiksi pystysivuiksi ja ne-
gativisen reaaliakselin yld- ja alapuoliskot yleistetyiksi vaakasivuiksi

(raja-arvotarkastelua kaytettiin selvyyden vuoksi, jotta kriittiset pisteet
etvdt olisi menneet tdysin pddllekkdin).

TobisTus. Suorakaiteen S, jonka reunapisteet ovat vastapéiviin
kierrettyind In(ry) —im, In(ry) —im, In(ry) +im ja In(ry) +im, 0 < 11 < 79,
nelikulmion moduli on 27 /(In(ry) — In(r;)). Koska tamé suorakaide on
konformisesti ekvivalentti mainitulle ympyrarenkaalle padhaaraa myo-
ten otetun logaritmin A(ry,r2) \ R = Ln (S) nojalla, niin lause [1.3.8
on todistettu. O

Huomautus! Jotkut kirjat kiyttavat konformiselle modulille toi-
senlaista merkintad, lahtien siitd, ettd annuluksen moduli GQM (A(1, 7))
olisi In(r). Ks. esim. |[LV, Kappale 6.1]. Téllainen méé&ritelmé on vakio-
ta ja inversiota vaille sama kuin ldhdettdessa tassa esitetyn tavoin en-
nemminkin liikkeelle suorakaiteen korkeuden suhteesta leveyteen. Téas-
sé jalkimméisesséd formalismissa, jota téssa tyOssé ei kdytetd, kanonisen
suorakaiteen S(M) moduliksi tulisi GQM (S(M)) = 27 /M.

Konformisen modulin laskemiseksi on seuraava lause hyédyllinen:
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LAUSE 1.3.9. Mikali yleistetyssd nelikulmiossa (82, 21, 22, 23, 24), jon-
ka reuna koostuw ddrellisen monesta derivoituvasta kaaresta, on mdd-
ritelty jatkuva reaalinen potentiaalifunktio u, joka toteuttaa Laplacen
yhtdlon
Pu 0%u
—+===0
ox?  Oy?

Dirichlét’n reunaehdoilla

"LL(LU,y) :07 (.Cl],y) € V4, U(.T,y) :17 (x7y) € 72,
missd vy ja vy ovat yleistettyja pystysivuja (ks. mddritelmadl1.1.8) ja
Neumannin reunaehdoilla
Vu-n = 07 (x7y) €N U737

missa 1 ja 3 ovat yleistettyjd vaakasivuja ja n on ulkonormaalin suun-
tainen, niin

e Funktio u on tulkittavissa holomorfisen funktion reaaliosaksi

ja imaginaariosa voidaan madratd reaalista vakiota vaille.

o Yieistetyn nelikulmion (§2, 21, 29, 23, 24) konforminen moduli voi-
daan laskea vitvaintegraalina

M:/%da:.
Vzay

o Yieistetyn nelikulmion (§2, 21, 22, 23, 24) konforminen moduli voi-
daan laskea pintaintegraalina

(1.3.10) M = / |Vul? dv dy.
Q

ToDISTUS. Lauseen muut osat kaavaa (1.3.10) lukuunottamatta
seuraavat suoraan kaavasta (1.2.6).
Cauchyn-Riemannin yhtéloista (1.2.4) seuraa edelleen, etté jos

w(z) = w(r +iy) = u(z,y) + iv(x,y),

niin kompleksinen derivaatta voidaan lausua pelkkien u:n osittaisderi-
vaattojen avulla w'(z) = u, — fu,, josta seuraa myos

W' (2)]* = w'(2)w'(2) = uz + uy = |Vul™.

Nyt alueen w({2) pinta-ala on ilmeisesti

(1.3.11) / |Vul® dx dy,
Q

mutta koska mainittu alue on suorakaide, jonka leveys on 1, niin tdméa
integraali ilmaisee samalla myo6s sen korkeuden ja siten konformisen
modulin. U

On my6s huomattava, ettd harmoninen funktio minimoi integraalin
(1.3.11). Ks. [SL, Kaava (4.35)], jossa kyseinen ominaisuus esitellddn
Bieberbachin minimialueperiaatteena (engl. minimum area principle).
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Laplacen yhtédlon heikko muoto. Téamaé kappale kuvaa element-
timenetelmén perusteita ainoastaan siind méarin, miké on harmonisten
funktioiden numeeriseksi konstruoimiseksi tarpeen. Kysymykset mm.
Sobolev-avaruuksista tai heikon ja vahvan derivoituvuuden tésmaéllis-
ten maaritelmien erosta sivuutetaan.

Téassé tyossd on myohemmin kdytetty elementtimenetelméohjelma
ELMER:ié nelikulmion modulien arvioimiseksi, puuttumatta ohjelman
sisdisiin toteutusyksityiskohtiin tai algoritmeihin.

Asiasta tarkemman selvityksen antavat useat kirjat ja artikkelit,
esimerkiksi [LT]. Elementtimenetelmén kiytosta konformikuvauksissa
ja néiden fysikaalisista sovelluksista, ks. esim. [BSV] ja [RV].

Tarkastellaan Laplacen yhtaloa

Uggy T Uyy = Oa

ja kerrotaan se alueessa () kompaktikantajaisella 3 ja vahintadn ker-
taalleen derivoituvalla funktiolla w. T&ll6in voidaan suorittaa pintain-
tegraali Greenin kaavalla

//Q(umqtuyy)w d:vdy:—//guxwx+uywy dx dy =0,

LT, Kappale 1.2] eli toisin sanoen

(1.3.12) // Vu-Vw dxdy = 0.
Q

Kaava (1.3.12) ilmaisee Laplacen yhtélon heikon muodon ja sen va-
semmalla puolella oleva integraali on ns. bilineaarinen funktionaali, ks.
LT, Kappale A.1].

Sovitaan seuraavaksi, ettd valitaan joukko paloittain lineaarisia,
alueessa () kompaktikantajaisia ja kertaalleen paloittain (heikosti) de-
rivoituvia (tdsmaéllisestd méadritelmésté, ks. [LT, Kaava (A.19)]) ele-
menttifunktioita wy, ws, ...w, ja approksimoidaan funktiota u lineaari-
kombinaatiolla

(1.3.13) uR Y g wp
k=1

Nyt yhtalosta (1.3.12)) seuraa n kappaletta tyyppia

// \V4 (Zwk) - Vwy dx dy = 0.
Q k=1

3Funktion w kantaja on joukko {(z,y) : w(z,y) # 0}. Kompaktikantajaisuus
merkitsee téissd tapauksessa avaruuden R? Heine-Borel-ominaisuuden vuoksi, etté
funktion w kantaja taysin siséltyy alueeseen {2 ja on rajoitettu. Kaytadnnon hyétyna
on, ettd seuraavana esitettdvistd Greenin kaavasta putoaa pois alueen () reunoja
koskeva termi.
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olevia yhtéaloitd ja merkitsemalld bilineaarisille funktionaaleille

Qg = // Vwy, - Vwy dx dy,
Q

voidaan muodostaa jaykkyysmatriisi

11 Qi2 -+ Qin

Q21 Q22 -+ Q2
(1.3.14) A= A R

Qp1 Ap2 - Qpnp

jolloin Laplacen yhtalo saa diskreetin muodon
(1.3.15) Ac =0,

missi ¢ = (c1, ¢, .., ¢,) 7. Yhtélslld (1.3.15) on tietysti joko vain yksi
ratkaisu ¢ = 0 tai ddrettomén paljon ratkaisuja riippuen jaykkyys-
matriisin lineaarisesti riippumattomien vaakavektorien méadrasta (ran-
gista). Kéytdnnossa kuitenkaan Laplacen yhtélo ei ole rajoittamaton
vaan silld on reunaehtoja, jotka sitovat joitakin vakioita ¢, tiettyihin

arvoihin. Tarkemmin tehtévin muotoilusta ja ratkaisemisesta ks. LT,
Luku 5].

1.4. Cauchyn estimaatit ja Schwarzin lemma

Tutkitaan edelleen lauseen 1.2.12/ mukaisen funktion w(z) kéyttéy-
tymisté yksikkokiekon reunalla z = €'?, ¢ € (—m, w]. Télloin saadaan
sarja

) 1 & T )
A 0\ —ik6 itk
(1.4.1) w(e'?) Py ,;0 (/_ﬂw(e )e d9) e,

joka voidaan tulkita funktion w(e?) hajoittamista funktioiden e’
muodostamaan ortonormaaliin kantaan. Sisdtulona on téssd tapauk-
sessa

T
(142) < Yy, he >= %/_‘ﬂ— wl(e)i/ig(e) do.

Samastamalla w ~ w(e??), e;, ~ €*?, kaava (1.4.1) voidaan ilmaista
myo6s muodossa

WE

(1.4.3) W= (W, ex) w.

B
Il

0
Ortonormaalisuudesta

Vkvga <ekaeé> = { 07 feun & 7£ 67

1, kun k=2¢,
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johtuen kaavaan (1.4.3) voidaan soveltaa Parsevalin kaavaa
0o 1 - ) )
_ 2 __ 2 0
(1.4.4) (w,w) = |w|* = kg_o lex]® ~ py /_Tr lw(e™)|” de.

ja saadaan seuraavanlainen maksimiperiaate:
(1.4.5) lw® (0)] < k! <m9ax }w(ew)’) )

jota sanotaan Cauchyn estimaatiksi yksikkokiekolle.

Cauchyn estimaatit yleisesti kiekolle D(a, r) muodostettaisiin niin,
ettd jos f on holomorfinen mainitussa kiekossa ja |f(z)] < M kun
z € D(a,r), niin
kIM

rk

|fF(a)] <

Ks. [Rud, Lause 10.26].
Jos sijoitetaan kaavaan (1.4.5), k = 1, saadaan korollaarina

LAUSE 1.4.6 (Schwarzin lemma). Oletetaan, etti w(0) = 0 ja kai-
killa yksikkokiekon sisdpisteissd |z| < 1 pdtee |w(z)| < 1. Tdlloin
|w'(0)| <1, ja yksikkokiekon sisdpisteissd pdtee lisiksi |w(z)| < |z].

Ks. [Rud, Kappaleet 10.22-24 ja lause 12.2] ja [Ahl, Luku III, Kap-
pale 3.4|.

1.5. Holomorfinen logaritmi

Tarkastellaan Cauchyn integraalilauseesta seuraavaa integraalia

dz .
(1.5.1) — = 2im,
y 2
missd v on yksikkokiekon reuna kuljettuna vastapaivaan. Koska funk-
tio 1/2z on holomorfinen muualla kuin origossa, pétisi toisaalta samoin

Cauchyn integraalilauseen nojalla

d
(1.5.2) - 0, missé vy, ei kierréd origoa.

z
72
Voidaan siis tehda johtopaatos, ettd kompleksinen logaritmi

dz
(1.5.3) — =In(2),

4 2
missd 7y on pisteestd 1 pisteeseen z kulkeva polku, on dérettémanmo-
nikésitteinen funktio, riippuen siitd, montako kierrosta origon ympéri

on kierretty. Maaritelladn yleisemmin

(1.5.4) In(z;n) = Ln (2) + 2inm,

missad kokonaisluku n on kierrosten maaré vastapéivaian origon ympéri
ja Ln (2) eli padhaara valittu niin, ettd Jm(Ln (z)) € (—m, 7] ja tdméan
avulla pistejoukolla approksimoidun kdyrdn holomorfinen logaritmi seu-
raavasti:
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MAARITELMA 1.5.5. Olkoon (z), k € {1,2,3,..., N} pistejoukko,
jotka tdssa jarjestyksessd approksimoivat kompleksitason polkua . Ge-
nerotdaan

(wi) = Inh ((21))

seuraavasti:

o Asetetaan wy :=Ln(z), n:=0 ja k :=2.

sl: Asetetaan py := In(zx;n—1), ps :=In(zx;n) japs == In(zx;n + 1).

o Tutkitaan, mikd pisteistd p, ps tai p3 on ldihinnd edellistd ge-
neroitua pistetta wy_1.
Jos p1 oli lahinnd, muutetaan n := n—1 ja asetetaan wy = p;.
Jos po oli ldhinnd, asetetaan wy = po.
Jos p3 oli lihinnd, muutetaan n := n+1 ja asetetaan wy = ps.
Jos k < N, muutetaan k := k + 1 ja palataan kohtaan si,
muuten ollaan valmiita.

Sanallisesti: seuraava logaritmin arvo valitaan aina siitd haarasta, jos-
sa oleva logaritmin arvo on ldhinnd edellisen pisteen logaritmin arvoa.

Ks. kohtaa 4.6.

Holomorfinen logaritmi yleisesti sellaisille Jordan-alueille, jotka ei-
vat sisdlld origoa, on esitelty kirjassa [Rud, Lause 13.11 (h)]. Jos ho-
lomorfinen logaritmi on kiytossé, voidaan sen avulla tehda myos holo-
morfisia juurenottoja (m:s juuri on muuten m-kisitteinen) laskemalla
yksinkertaisesti

(1.5.6) (z1)Y™ = exp (M> .

m

Jos néin on kuvattu Jordan-alue €2, voidaan tdmaéan alueen sisépisteissa
olevat arvot evaluoida esimerkiksi lausetta [1.2.9 hyvéiksikayttaen.

1.6. Mobius-kuvaus

R 1-tyyppinen rationaalikuvaus eli Mobius-kuvaus méaéaritelladn

(1.6.1) w(z) = 20 < °“ ! ) ,

cz—i—dN

missé ad — be # 0, eli kaavan (1.6.1) oikealla puolella esiintyvan mat-
riisin determinantti ei saa hévitad. Seuraavassa kiyddan lapi muutamia
tamén kuvauksen perusominaisuuksia. Ks. tatd varten myos [Rud, Lu-
ku 14| ja [SL, Kappale 3.2|, joka kohdassa ei ole erikseen viitetta.

LAUSE 1.6.2. Mobius-kuvaukset ovat suljettuja translaation, nollas-
ta poitkkeavalla kompleksiluvulla kertomisen ja inversion suhteen. Mdbius-
kuvauksen raja-arvo

lim wy, () = =
im wy,(z) = —,
|z| =00 C

mikali ¢ # 0.
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TobpisTus. Todistetaan ensin translaation ja kompleksiluvulla # 0
kertomisen osalta, eli lasketaan

Aaz+b+B_Aaz+Ab Bcz+BdN<Aa+Bc Ab+Bd)7

cz+d ez +d cz+d c d

sitten inversion osalta

az+b 71_cz+d c d
cz+d az+b a b

ja lopuksi raja-arvon osalta

. az+b . a+b/z a
lim = lim = —.
z—o0 cz +d z—>OOC—|—d/Z C

On huomattava, ettéd translaation suhteen olevassa kohdassa determi-
nantti tulee vain kerrotuksi kompleksiluvulla A # 0, silld determinan-
tin arvo el muutu, jos sen jonkin rivin/sarakkeen alkioihin lisdé jonkun
toisen rivin/sarakkeen alkiot kerrottuna vakiolla.

Néinollen, jos alkuperéisen Mébius-kuvauksen determinantti ei hé-
vinnyt, ei uudenkaan héavia, joten se pysyy edelleen M6bius-kuvauksena.

O
LAUSE 1.6.3. Kahden Mébius-kuvauksen yhdiste on Mobius-kuvaus.

TobisTus. Mielivaltainen Mébius-kuvaus voidaan hajottaa lineaa-
rikuvauksen ja inversion yhdistelméksi

b (2)

cz+d ¢ cz+d
ja lauseen nojalla ndiden yhdiste on sekin M6bius-kuvaus. O

LAUSE 1.6.4. Mdbius-kuvaus on konformikuvaus muualla paitsi pis-
teen z = —d/c ymparistossd. Mobius-kuvauksen konforminen tiheys on
adrellinen kompleksitasossa C ja suhteellisesti

o = O(R?),
missd R on etdisyys pisteesti z = —d/c.
TobisTus. Derivoimalla saadaan
d faz+b\ d [a @ ~ad—bc
dz\cz+d) dz\c cz+d] (cz+d)?
joten Mobius-kuvauksella ei ole derivaatan nollakohtia. Téméa johtuu
siité, ettéd ollakseen M6bius-kuvaus, tulee tille kuvaukselle edelleenkin

péited "determinanttiehto” ad — be # 0. Ainoa epékonformisuuspiste on
siis 1. kertaluvun napa z = —d/c. O

LAUSE 1.6.5. Mébius-kuvauksen kddnteiskuvaus on Mobius-kuvaus.
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ToDISTUS. Jos
az+b

cz+d’

niin czw + dw = az + b ja

—dw +b —d b
= — v .
cw—a c —a
Téamén determinantti on, samoin, kuin alkuperaisenkin kuvauksen, ad — bc,

joten se ei havia, jos ei alkuperdisenkéddn Mobius-kuvauksen determi-
nantti havinnyt. U

LAUSE 1.6.6. Mébius-kuvaus kuvaa pisteen —d/c kautta kulkevat
suorat tai ympyrinkaaret suoriksi ja muut suorat ja ympyrdinkaaret ym-
pyrankaariksi.

TobisTus. Lauseista 1.6.2,1.6.4] ja [1.6.5] johtuen riittda osoittaa,
ettd inversio kuvaa jonkun origon kautta kulkevan suoran suoraksi ja
jonkun origon kautta kulkemattoman suoran ympyrankaareksi. Kiin-
nitetddn ensin z = ¢, ¢ € R U {oo}, jolloin ymmérrettavisti 1/z €
R U {oo}. Kiinnitetaén sitten z =2 +it, t € RU {oo}, jolloin

4 1= —241at|
2+it |24t |
ja kyseinen suora kuvautui ympyrankaareksi. U

Edellisesta lauseesta seuraa korollaarina:

LAUSE 1.6.7. Niiden Mdbius-kuvausten perhe, jotka kuvaavat yksik-
kékiekon puolitasoksi, on

b
Wi (2) = :Z_——;w, a,beC, pe (—mml.

Tamd perhe voidaan ilmaista ekvivalentisti muodossa
20\ —2
wm(z):C/(z—e“”) dz, CeC

tar differentiaaliyhtalolld

’LUZ%(Z) _i n(w (2 _ —2
= & ()

/ _ plp”
Wy, z—ew

LAUSE 1.6.8. Mébius-kuvaus sailyttad kaksoissuhteen

(20 — 23)(2 — 21) _ (wg — wy)(w — wy)
(20 — 21)(2 — 23) (wg — wy)(w —ws3)
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ToDISTUS. Sijoitetaan

(22 — 23)(2 — 21) _
PR
(29 — 23)(2 — 21) | _
IR .
(22 — 2z3)(2 — 21) | -
(22 — 21)(2 — 23) | z=23 ’

ja tehd&ddn samat sijoitukset w:n suhteen. Koska lauseen [1.6.8 kaa-
van vasen puoli kuvaa pisteet z, k € {1,2,3} pisteisiin {0,1, 00}
ja kaavan oikean puolen kddnteiskuvaus taas ndméa pisteet pisteille
wg, k € {1,2,3} téssd jarjestyksessd, niin véite seuraa lauseista [1.6.2

jall1.6.5| O

Cayleyn muunnos. Lauseen|1.6.7 perusteella on olemassa M&bius-
kuvauksia, jotka kuvaavat yksikkokiekon ylempéaan puolitasoon. Kon-
struoidaan néista se, joka kuvaa pisteen 1 origoon, pisteen 7 pisteeseen
1 ja pisteen —1 dédrettéméadn. Sijoitetaan mainitut pisteet lauseen 1.6.8
mukaiseen kaavaan, jolloin saadaan

(1+1)(z—1) lim (1-Qw
(t—1)(z+1) (oo w—C
(+DE-1) _ (1D
(1—1)(z+1) (=0 w/(—1 ’

(1.6.9) w o= —z<z11)

On huomattava, ettd ddrettomyyspistetta kisiteltiin raja-arvomielessé.
Edellisen kaavan (1.6.9) ja lauseen |1.6.5 avulla saadaan

LAUSE 1.6.10. Mébius-kuvaus

~

—z 41
z+17

¥(z) =

kuvaa ylemmdn puolitason H konformisesti yksikkokiekoksi D(0,1) ja
sen kadnteiskuvaus
—iz41

wil(z) T +1

vastaavasti yksikkokiekon ylemmdksi puolitasoksi. Kuvausta w = 1)(z)
sanotaan Cayleyn muunnokseksi.
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Lauseiden(1.6.4/ja/1.6. 10 4 korollaarina saadaan niiden derivaatoiksi

—-21

(1.6.11) V() = G
ja

L =2
(1.6.12) vV (2) = EEnE

Kaavoja (1.6.11)) ja (1.6.12) tarvitaan tehtdessd eraitd Schwarzin ha
Christoffelin integraalien muunnoksia, kun halutaan vaihtaa oletetuksi
lahtojoukoksi ylemmaén puolitason sijaan yksikkokiekko tai toisinpain.

Yksikkokiekon automorfismit. Rotaation ja identiteettikuvauk-
sen lisdksi tiedetaén, ettd lauseiden|1.6.6/jal1.6.8 perusteella on olemas-
sa adrettoméan monta erilaista kuvausta, jotka kuvaavat yksikkokiekon
itselleen. Téllaiset kuvaukset ovat yleisesti muotoa

(1.6.13) e a(2),
missé,

Z—Q
1.6.14 o(2) = : <1
(16.14) Palz) = =, ol

Ks. [Rud, Mééritelmé 12.3| ja [PMA].

Helpoiten tdmi on nihtivissi, kun todetaan ensinni, ettd z = ¢/
kuvaa oikean puolitason yksikkokiekon reunaksi (”("-avaruudesta ”z"-
avaruuteen) ja sijoittamalla sitten kaavaan (1.6.14):

- (9)- 54 =5
“\¢ 1—a¢/¢|l [¢(—aC

Koska liséiksi lauseen [1.6.5/ perusteella o, !(2) = ¢_4(2), niin p,(2)
todellakin kuvasi yksikkokiekon reunan koko yksikkokiekon reunaksi.
On my6s huomattava, ettéd lauseen [1.6.4 korollaarina saadaan

(1.6.15)

L —|of?

(1.6.16) ol (2) = (S

[0}

Tata tarvitaan jaljempana Riemannin kuvauslauseen todistuksessa.

4N#mé madritelmét eivit ole tiysin yksikisitteisid, silli joissakin lihteissé Cay-
leyn muunnoksesta puhutaan esimerkiksi kuvauksen

1=z

w(e) = T

joka kuvaa yksikkokiekon oikeaksi puolitasoksi —i H, yhteydessa.
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Ylemmain puolitason automorfismit. Téssa ei kasitelld koko
tatd kuvausluokkaa (vaikka se olisi konstruoitavissa lauseen [1.6.10 ja
kaavan (1.6.14) avulla), vaan rajoitutaan tapaukseen, jossa halutaan
kiinnittaa origo, mutta siirtad haluttu ylemman puolitason piste zo € H
imaginaariakselille. Helpoin tapa tehda tama, on konstruoida origon ja
pisteen 2y kautta kulkeva ympyrénkaari, joka leikkaa reaaliakselin pis-
teessa b. Télloin nimittdin kyseinen ympyrankaari kuvautuu positiivi-
seksi imaginaariakseliksi Mobius-kuvauksella

oo, kun z =0,
(1.6.17) Wi (2) = —b, kun z = oo,

4
T=a7b" muuten.

lauseen nojalla. Kaavassa (1.6.17) on poikkeuksellisesti kirjoitet-
tu erikseen erikoistapaukset, koska sen numeerisissa sovelluksessa tulee
ehdottomasti huomioida ddretonpisteeseen ja ddretonpisteestd kuvau-
tumiset oikein.

Tarvitsee endé laskea kyseinen b. Koska ilmeisesti /2 on halutun
ympyrén keskipiste ja etaisyyden |zg — b/2| tulee olla = b/2, niin Pyt-
hagoraan lauseen * avulla saadaan

b|” b\’
- (3)

20—5

2 b2
2020 — 5(20 +20) + — = R
|20/?
1.6.18 b =
( ) D‘ie(zo)
Pienellé laskutoimituksella ndhdaan samoin, etta
<0 |20/ e
1.6.19 m = = — = ,
( ) w (ZO> 1_ ZOTRQ‘(QZO) @ _ me<zo) ij(20>
20 20

eli ylemmassé puolitasossa sijainnut zy kuvautuu positiiviselle imagi-
naariakselille ja siten ylempéaén puolitasoon, kuten pitikin. Tésté valin-
nasta oli etuna myos se, etteivit mittasuhteet muuttuisi kovin paljoa
origon ymparistossa,

d% (1 —Zz/b) - d% (bb—zz) - (1 —1z/b)2’

SKompleksiluvuilla Pythagoraan lause voidaan ilmaista kompleksikonjugaattia
hyddyntavissd muodossa

22 = Va? 1y = /& + ig) (& — iy) = V75
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joten siis konforminen tiheys

(1.6.20) a<1_zb/z> - ‘1_%

1.7. Riemannin kuvauslause

2
~ 1, |z| <e, e pieni.

Kappaleessa [1.3.6 kisiteltiin konformisen ekvivalenssin késitetta.
Erds merkittavimmista klassisista tuloksista konformista ekvivalenssia
koskien on se, etta kaikki yhdesti yhtenéiset alueet koko kompleksita-
soa lukuunottamatta ovat konformisesti ekvivalentteja yksikkokiekon
kanssa.

LAUSE 1.7.1 (Riemannin kuvauslause). Olkoon ) origon sisdltdvd
yhdesti yhtendinen kompleksitason alue, er kuitenkaan koko komplek-
sitaso. Syynd tdhdn rajoitteeseen on se, ettd koko kompleksitaso, dd-
retonpiste mukaanluettuna on homeomorfinen pallopinnan kanssa kun
taas muut yhdesti yhtendiset alueet ovat homeomorfisia yksikkdkiekon
kanssa. Tdalloin on olemassa konformikuvaus ¢ : Q@ — (0, 1) siten,
etti ¢(0) = 0.

¢ siis kuvaa alueen Q yksikkokiekolle siten, ettd origo pysyy kiinto-
pisteend. Vastaavasti voitaisiin translaation avulla valita muukin kiin-
topiste tai kuvausta (1.6.14) apuna kayttien kuvata origo johonkin
muuhun yksikkokiekon sisdpisteeseen.

Tobistus. Tarkastetaan ensin, onko alue Q2 dérellinen. Jos ei, niin
tuolloin voidaan usein hakea Mobius-kuvaus, joka kuvaa alueen 2 44-
relliseksi alueeksi. M6bius-kuvauksen konstruointia varten tulee hakea
jokin piste ( & Qe ja suorittaa pisteittdinen kuvaus

Muussa tapauksessa asetetaan vain {2y = (2. MyShemmin esitettéivissa
tietokonealgoritmeissa ei tata seikkaa ole huomioitu, vaan annettu alue
oletetaan joka tapauksessa rajoitetuksi.

Jatketaan siité, ettd varmistetaan alueen ) sijaitseminen kokonaan
yksikkokiekon sisdlld. Téata varten valitaan zp,, joka on se alueen €
reunapiste, joka sijaitsi kauimpana origosta. Maéritelladn sen jalkeen
pisteittain

Qo

2|
Nyt alue ©; € D(0, 1). Seuraavaksi esiteltiavé iteraatioaskel on peraisin
Koebelta ja esitelty kirjassa [Rud, Lauseet 14.7-8, Harjoitustehtéva
14.26] ja artikkelissa |Por|.

0

60n olemassa Jordan-alueita, joilla tillaista pistettd ei ole, esimerkiksi C \ R4
tai "patologisemmin” vaikkapa kompleksitaso, josta on leikattu irti fraktaalipuu.
Téamé alkeisesimerkki voitaisiin kuvata ylemmaéksi puolitasoksi holomorfisella ne-
liGjuurella, mutta muuten téllaisten kasittely sivuutetaan.
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Iteraatioaskel. Oletetaan konstruoiduksi alue €2,,_;. Valitaan sen
jalkeen piste z,,, joka on se alueen {2,,_; reunapiste, joka sijaitsi lahinna
origoa. Suoritetaan yksikkokiekon automorfismi Q,_11 = ¢,,, (2,-1),
jolloin saatu alue €2,_1 ; pysyy yksikkokiekon sisalld, mutta sen reuna
ei enad kierra origoa. Huomattava, etta origo kuvautui pisteeseen —z,,.
Nyt alueella €,,_11 on kappaleen [1.5 perusteella olemassa holomorfi-
nen neliGjuuri Q,_12 = /Q,—11. Alue §2,,_1 2 on siitéd erityinen, etta
sen reunapisteet origoa lukuunottamatta sijaitsevat lahempéané yksik-
kokiekon reunaa kuin alueen €2,_; ; reunapisteet. Origo kuvautui pis-
teeseen \/—z,,, jossa nelijuuren merkki on maariteltava Cauchyn in-
tegraalilauseen (1.2.9) avulla alueiden €2, ; ja €,,_; 2 reunapisteiden
sijainneista tai hyvaksya oikeaan puolitasoon otettu neliojuuri, mikali
reunakayran holomorfinen neliGjuuri otettiin niin, ettd origosta seuraa-
van pisteen vastapéiviaian kuva otettiin alemmasta puolitasosta ja sen
jalkeen olisi noudatettu kaavaa (1.5.6).

Seuraavaksi tulee origon kuva siirtdé takaisin origoon kuvauksella

Qn = @,M(anl,2)7

jolloin iteraatioaskel on valmis.

Iteraatioaskeleen vilittdma kuvaus rengasalueesta. Oletetaan,
etta on loydetty iteraatioaskeleessa mainittu minimipiste —z,,, joka oli-
st valmiiksi kierretty negatiiviselle reaaliakselille ja siis z,, € R.

Talloin alueen €2, 1 reuna sijaitsee kokonaisuudessaan annuluksen
A(zy,, 1) sulkeumassa. Merkitaan nyt kiyralla v, yksikkokiekon reunaa
ja vastaavasti kiyralla 5 kiekon ID(0, z,,) reunaa. Kun nyt suoritetaan
Mébius-kuvaus ¢_, , seuraa lauseesta [1.6.6, ettd v21 = ¢_,  (72) on
kiekon D(r,7) reuna, missi

Zm
r= .
2
1 Zm

Otettaessa tasté kiekosta holomorfinen nelidjuuri 22 = /721, saadaan
sellaisen lemniskaatan oikea puolisko, jonka kirkipiste on origossa ja oi-
kea laita pisteessi /2r. Vastaavasti yksikkokiekon reunan holomorfinen
nelijuuri on puolikiekon reuna

2 ={e?, 0 € (—n/2,7/2]} U {i — 2it,t € (0,1]}.

Kun nyt kéyriin v 2 ja 72,2 kohdistetaan Mobius-kuvaus ¢, 7, saadaan
rengasalue, jonka "sisdrengas” on kaikkialla origosta vahintdan etéisyy-
delld z,,, mutta kuitenkin negatiivisen reaaliakselin puolelta etéisyydel-
18 \/Zp > 2y, (s.0. pisteessé —,/2z,). "Ulkorengas” vastaavasti myotéilee
yksikkokiekon reunaa pisteisté

~2y/7m £ (1~ \/Fm)

1+ 2z,
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Kuva 1.4. Riemannin kuvauslauseen todistuksessa ja
Koeben algoritmissa kiytettavé iteraatioaskel. Téssé ta-
pauksessa on kuvattu ympyriarengas A(1/4,1) (punai-
nen, keltainen ja vihreid alue) kuvassa nikyviksi keltai-
seksi rengasalueeksi. Mikili alkuperainen alue A(1/4,1)
sisélsi Jordan-kdyrén, joka kiertdd sinisen alueen (ker-
taalleen vastapéiviédn) ja kosketti sinistd aluetta sen va-
semmassa laidassa pisteessd —i/4, on sen keltaiseen alu-
eeseen sisaltyva ja vihredn alueen vastapéivaan kiertava
kuva lahempéna yksikkokiekon reunaa.

oikealle, ollen muuten naiden kahden pisteen ja pisteen —,/z,, kautta
kulkeva ympyrankaari (ks. edelleen lausetta[1.6.6), missé sisé- ja ulko-
renkaat myos koskettavat toisiaan. Tama riittdd jo osoittamaan, ettei
iteraatioaskel voi kuvata mitaan pistettd lahemmaksi origoa kuin z,, oli,
muttei toisaalta voi viedd myoskdan mitdan yksikkokiekon sisépistet-
ta yksikkokiekon ulkopuolelle. Lisdksi on huomattava viahintdéan yhden
kuvapisteen sijaitsevan ainakin etdisyydelld /z,, joten téssd vaihees-
sa voidaan myo6s paatelld algoritmin kuvaavan aarellista pistejoukkoa
yksikkokiekon reunoille.

Konforminen tiheys origossa. Aloitetaan taas kuvauksesta p_,,
jonka derivaatta origossa on
(1.7.2) di =y, (0)=1-2z2
(ks. kaavaa (1.6.16)). Koska origo on nyt siirtynyt pisteeseen z,,, las-
ketaan seuraavaksi neliojuuren valittdméan kuvauksen derivaatta téassé
pisteessd, joka on

(1.7.3) dy =
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Lopuksi lasketaan vield automorfismi ¢ /- pisteessd /zp,, joka on

B 1
1=z,

(1.7.4) ds

Konforminen tiheys origossa on siis laskettavissa kaavalla

(1.7.5) L2V

o= = <
|di||da||ds| 1+ 2

ja siis jokainen iteraatioaskel alentaa konformista tiheyttéd origossa ja
pakottaa tassidkin mielessa kunkin alueen €2, reunakéyréia origosta ulos-
pain.

Todistuksen pédosa on téssd ja loppuosa, joka koskee kuvauksen
suppenemista kohti konformikuvausta kompakteissa osajoukoissa, si-
vuutetaan. Tatd varten, ks. [Rud, Lauseet 10.27-28, 11.1, Harjoitus-
tehtava 14.26, kohta d)]. O

Lisdtietoa Riemannin kuvauslauseesta, ks. [WeiR| ja Riemannin
kuvauslauseen historiasta, ks. [Wall|.

1.8. Joukowskin muunnos

Joukowskin muunnos on tyyppiéd Ry ; (osoittaja 2. astetta, nimitté-
ja 1. astetta) oleva rationaalikuvaus, joka mééritelladn yleisessd muo-
dossaan seuraavasti:

7“2

z—

(1.8.1) wJ(z;,u,oc,T):,u((z—oz)—i— ) .z a,r € C,
missa g on painokerroin, o on keskipiste ja r on sdade tai navan residy.
Téamén derivaatta on

(1.8.2) % — (1 - &) ,

joten kuvaus (1.8.1) on konforminen muualla paitsi pisteessd z = «
(napa) tai z = « 4 r (derivaatan nollakohdat). Konforminen tiheys
o(wy) on pieni ensinmainitun pisteen ympéaristossé ja suuri jalkimmai-
senéd mainittujen pisteiden ympéristossa. Koska pétee

(1.8.3) lim o(wy(z)) = lim % = i,

niin havaitaan, ettd Joukowskin muunnos poikkeaa Mobius-kuvauksesta
sellaisellakin olennaisella tavalla, ettd se “tasoittuu” aarettomyydessa
painokertoimella painotetuksi lineaarikuvaukseksi eikd kasva rajatta.
Téamén vuoksi Joukowskin muunnoksen eraat sovellukset perustuvat
sithen, etté niilla pyritddn tekeméaén kullakin askeleella muunnos, jos-
sa konformista tiheyttd kasvatetaan tai alennetaan vain paikallisesti
(talléin luonnollisesti tulee olla = 1).
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R

Kuva 1.5. Joukowskin muunnoksella voidaan alentaa
konformista tiheyttd reunakdyrdn ulkopuolella ja siten
konstruoida konformikuvauksia. Téssd kuviossa vihred
piste on ensimmaéisen kertaluvun napa ja punaiset pis-
teet derivaatan nollakohtia. Menetelmén etuna on se, et-
ta konforminen tiheys lahestyy asymptoottisesti vakiota
kauemmas mentéessé ja ndinollen kuvaus ei "liifkaa” muu-
ta muualla pain kuviota olevia muotoja.

Otetaan seuraavaksi yksinkertaisuuden vuoksi tarkasteluun erikois-
tapaus

(1.8.4) wy (z; %,0, 1) = wy(z) = % (Z + é)

ja tutkitaan sen kayttaytymistd yksikkokiekon reunalla sijoituksel-
la z = € 0 € (—m, 7], jolloin saadaan wy(e?) = cosf € [—1,1].
Yksikkokiekon reuna siis kuvautuu pelkiksi janaksi ja néinollen it-
se yksikkokiekko tai sen aito ulkopuoli kuvautuvat kumpikin erikseen
konformisesti joukoksi C \ [—1,1]. Koska vastaavasti w;(z) € R, kun
z € (—o0,—1) tai z € (1,+400) ja wy(2i) = 3i/4 € H (sijaitsee ylem-
méssd puolitasossa), niin lauseesta 1.3.2 seuraa, etti

LAUSE 1.8.5. Joukowskin muunnos w;(z) kuvaa alueen H \ D(0, 1)
(ylemmdn puolitason, josta on poistettu yksikkokiekon sulkeuman ylem-
pi puolisko) ylemmdksi puolitasoksi H.

Lausetta [1.8.5 voidaan soveltaa elliptisten integraalien Landénin
muunnoksessa, ks. lausetta2.5.2. Vastaavasti, koska w,(i/2) = —3i/4 €
—HI, niin patee myos

LAUSE 1.8.6. Muunnos wy(z) kuvaa alueen HNID(0, 1) (yksikkikie-
kon ylemmdn puoliskon) alemmaksi puolitasoksi —H ja alueen —H N
D(0,1) (yksikkokiekon alemman puoliskon) ylemmdksi puolitasoksi H.

Joukowskin muunnosta voi myos yhdistda Mobius-kuvauksiin, jol-
loin saadaan muita rationaalimuunnoksia. Jos esimerkiksi halutaan tait-
taa ylempi puolitaso janan [—1,1] ulkopuoleksi siten, ettd w(0) =
w(oo) = 0 ja w(+l) = £1 ja jalkimmaéisend mainitut olisivat myos
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kddnnepisteitd, saadaan tdmé sopivalla Joukowskin ja Cayleyn muun-
nosten yhdistamisella

1 /wzz—-1 —z+41 2z
1.8.7 = -
( ) w(z) 2(—Z—|—i+iz—1> 2241

(Tédmé& muuten toteuttaa myos kuvauksen HNID(0,1) — H.)
Edellisen R; o-tyyppisen muunnoksen (1.8.7) derivaatta on

+1)(z—1)
1.8.8 () = EH
( ) w'(z) (2+1)2
ja konformisen tiheyden raja-arvo
1 1/2)?
(1.8.9) lim —- = fim | 212 = 0,

S @) e | (T 1/2)(1 ~ 1/2)

miké onkin luonnollista, ottaen huomioon, ettd kaukana origosta sijait-
sevien pisteiden kuva on ldhelld origoa.

Siipiprofiili. Joukowskin muunnoksen erés perinteinen kiayttotapa
on ollut kiekon D (2o, 1 —|20]), 1/2 < |20| < 1 kuvaaminen konformisesti
erddnlaiseksi siiven sivuprofiiliksi. Syyna tahén on, ettd ympyrasylin-
terin ymparilla on helpompi laskea virtauslaskelmia ja siirtdéd ne sit-
ten télld konformikuvauksella siiven ympérille. Ks. esim. [SL, Kappale
3.2.2| tai [Theo|. Téssd tyossd tdmé sovellus sivuutetaan.

1.9. Satunnaiskulut ja harmoninen mitta

Huomautus! Seuraava matemaattinen tarkastelu on ylimalkainen
ja tuo esille paapiirteissdan ns. harmonisen mitan merkityksen kon-
formikuvauksissa ilman harmonisten funktioiden keskiarvoperiaatteen
todistusta tai stokastisten prosessien kokonaistodennikdisyyden kaa-
van/ensimméisen askelen analyysin esittelyd. Tarkempia selvityksié re-
aalisista harmonisista funktioista ja niiden ominaisuuksista loytyy mm.
[Rud, Luku 11|, [Gam, Luvut X, XV] tai [Ahl, Luku 5, Kappale 3.1].
Artikkelissa [WW]| taas kisitelladn harmonista mittaa nelikulmion mo-
dulin yhteydessi, joskin tdmén jalkimméaisen méadritelmét kasittéavat
vain kahden erillisen absorptiojoukon tarkastelun.

MAARITELMA 1.9.1 (Brownin liike). Tarkastellaan diskreettid sto-
kastista prosessia (), jolle pdtee

o (5 €2, missda 2 on kompleksitason alue.
® (o1 = G + he?®, missi h € R ja ¢ on jatkuva tasajokautunut
satunnaismuuttuja ¢ ~ Tas(—m, ),

ks. myos kuvaa '1.6. Kun asetetaan raja-arvo h — 0 ja sijoitetaan
t = hk, saadaan jatkuva-aikainen stokastinen prosessi ((t), jota sa-
notaan kompleksitason Brownin liikkeeksi. Brownin litke on erds esi-
merkki satunnaiskuluista (engl. random walk).
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Kuva 1.6. Diskreetti satunnaiskulku. Jokaisella aske-
leella on liikuttu vakiopituinen &érellinen matka, mutta
suuntakulma on ollut Tas(—m, 7)-jakautunut satunnais-
muuttuja.

Oletetaan seuraavaksi, ettd ne pisteet z, jotka sijaitsevat alueen 2
reunoilla vastaavat satunnaiskulun absorboivia tiloja, eli prosessi py-
sahtyy, kun jollakin ajanhetkelld ¢ pétee ((t) € 0f). Jos vastaavasti
ajatellaan, ettd reuna 02 olisi parametrisoitu seuraavasti:

(1.9.2) 0N ={y(0):0 € (—m, 7|},

ja maédriteltisiin prosessin alkupisteestd riippuva p¢, (), joka olisi sen
reunapistejakauman tiheysfunktio, mihin kohden yll& mainittu stokas-
tinen prosessi pyséhtyy, niin funktion p¢, integraalia sanotaan alueen
Q) reunan harmoniseksi mitaksi. Jos a = {z : z = v(0),a; < 0 < s},
niin patee

ag

(193 w(Ga®) =PGeca)= [ s as

aq

ja koska kyseessa on todennédkdisyysmitta, niin tietysti

(1.9.4) /W pe,(0) db = 1.

—T

Toisaalta, jos tarkastellaan e.m. todenndkdisyyttd P((w € «) koko-
naistodennéakoisyyden lain eli ensimmaéisen askeleen analyysin avulla,
saadaan keskiarvoperiaate

(1.9.5)
P((s € a) = 21 lim V_ P (Coo € a | C(B) = C(0) + he®) db|

T h—0

joten ilmeisesti kullekin tavalle valita kaari «, funktio P({,, € «) on

harmoninen konformisen keskipisteen (j reaali- ja imaginaariosien suh-
teen. Ks. [Rud, Kaavat 11.12-13].
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Niinikédén voidaan alue €2 kuvata konformisesti yksikkokiekoksi ot-
tamalla reunan 02 parametrisointi (1.9.2) ja konstruoimalla téta vas-
taava yksikkokiekon reunan pisteisto kaavalla

o) = exo [2in [ ) ao).

Vastaavasti jos on jo konstruoitu konformikuvaus yksikkokiekoksi, niin
harmoninen mitta voidaan laskea tasta kaanteisesti ratkaisemalla al-
gebrallisesti

/_ " peo(8) 40 = — In (ju()

- 2o
ja derivoimalla muuttujan ¢ suhteen

(1.9.6) Pe(p) = %'

Kaavaa (1.9.6) on sovellettu numeerisesti kohdassa [5.2. Tarkastellaan

viela kaavan (1.9.6) triviaalitapauksia:

e Yksikkokiekko, jonka keskeltd satunnaiskulkija lahtee. Tamén
parametrisointi on () = €', joten
leid 1

© imely 21
eli tdmé on jakauman Tas(—m, 7) tiheysfunktio kuten pitaékin.
Satunnaiskulkijalla on yhta suuret mahdollisuudet osua mihin
tahansa kohtaan reunaa.

e Yksikkokiekko, jonka pisteestd xy € [0, 1) satunnaiskulkija 1dh-
tee. Téssé voidaan suorittaa ensin yksikkokiekon automorfismi
¢z, kyseisen pisteen siirtdmiseksi origoon, jolloin saadaan

e (1 — 22)

(1 — xpet#)?’

po(ep)

e — g .
me) =1 K9 =
joten tiheysfunktio
( )_ €iw(1—$8) c 1—.’170 1-'-.%’0

Prol?) = 9n(1 = 20e) (€% — mo) — | 2n(1+ 20) 27(1 — 20) |
missé korkein tiheysfunktion arvo esiintyy oikeassa laidassa
¢ = 0 ja matalin arvo vastaavasti vasemmassa laidassa, ¢ = ,
kuten pitikin. Mainittakoon, ettd nyt saatua kaavaa sanotaan
muutaman, téssa sivuutettavan lisdoletuksen kanssa, Harnac-
kin periaatteeksi (engl. Harnack’s principle), joka asettaa yla-
ja alarajoja harmonisen funktion vaihteluille rajoitetussa alu-
eessa.

Lisatietoa Harnackin periaatteesta 16ytyy teoksista [Rud, Lause 11.11],
[Ahl, Luku V, Kappale 1.4] tai [Gam, Luku XV, kaava (3.3)| ja harmo-
nisesta mitasta [Gam, Luku XV, kappale 6] tai [GM]. Jalkimmaéista
pidetdan harmonisen mitan tutkimuksen keskeisené perusteoksena.
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Kuva 1.7. Schwarzin ja Christoffelin integrointikaava.
Kuvauksella

w(z) = /(z — ) V2 — )V dz

taitetaan ylempi puolitaso kuvassa oikealla nakyvéksi
ylemman puolitason osa-alueeksi. Eksponentti —a kdan-
taa kuvautumissuuntaa a/7 radiaania vasemmalle ja jét-
tad kuva-aluetta vasemmalle puolelle.

1.10. Schwarzin ja Christoffelin muunnos

Tutkitaan funktiota, jolle pétee
(1.10.1) w'(z) = [[(z = 2) ™", Vk, 2 € R,ay, € (0,1].
k=1
Lauseen [1.3.2/ nojalla tdmé on konformikuvaus kun z ¢ (zy), joten w
on konforminen ainakin ylemméssé puolitasossa H. Todetaan lisdksi,
ettd tulon tekijit voidaan kirjoittaa myos muodossa

(1.10.2) z— 2z = |z — zlsgn (z — 2x),
joten
(z—21)™% = |z — 2| % (sgn(z—2)) ™
B |z — x| 7%, jos z > z
(1103) - { efiakﬂlz _ Zk|7ak, jOS z < 2.

Voidaan tehdé johtopditos, ettd integroitaessa funktiota w'(z) pitkin
reaaliakselia vasemmalta oikealle, suuntakulma on aina

(1.10.4) arg (w'(2)) = Z —a,

ja jokaisen pisteen z; ohittaminen ylemmaén puolitason kautta ja sen
jilkeen palaaminen reaaliakselille, kdantad kuvaussuuntaa —a,m radi-
aania menosuunnasta vastapdivddan ja jattad sen alueen, joksi ylempi
puolitaso kuvautuu, vasemmalle. Voidaan paatella

LAUSE 1.10.5 (Schwarzin ja Christoffelin integrointikaava). Funktio

w(z) = C’/H(z — 2)*™ L dz, Yk, oy € (0,7),
k=1

missa C' € C on kompleksinen vakio, kuvaa ylemmdn puolitason moni-
kulmioksi, jonka sisikulmat ovat cvy,. Pisteet (zx,) tulee ohittaa ylemmdan
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puolitason kautta, esimerkiksi parametrisoimalla v = 2z, + e, 6 €
[0,7), du = ire? kunkin zj,:n ympiristossd.

LAUSE 1.10.6. Mikdli lausetta|1.10.5 laajennetaan niin, ettd salli-
taan ay € R, nin

o Ne kulmat, joille pitee o, < 0 ovat singulariteetteja ja kuvau-
tuvat kompleksiseen ddrettomddn.

o Niuiden kulmien, joille pdtee oy, > 7, alkukuvat zj, eiwvdt voi si-
jaita ddrettomyydessd, ellei kaavaa muuteta niin, ettd lisdatddan
tulontekiji (z — z¢) 2 vastaamaan siti zg:n arvoa, joka kuvau-
tuu aarettomaan tai sovelleta ensin sopivaa ylemmdn puolita-
son automorfismia, ks. kaavoja (1.6.10), (1.6.14) ja (1.6.17).

e Jos halutaan kuvata ylempi puolitaso monikulmion ulkopuo-
leksi, on ylemmastd puolitasosta saatava joku piste komplek-
sisen ddarettoman alkukuvaksi. Talloin lauseen 1.10.5 kaavaan
on lisittivd tulontekijit (z —12)"2(z +1) "2, kaksi kappaletta siis
siksi, ettd symmetria varmistaisi reaaliakselia pitkin integroi-
misen muodostavan muiden kuin alkukulmien kohdalla suoraa
viwwaa. Ks. |SL, Lause 3.64].

LAUSE 1.10.7 (Schwarzin ja Christoffelin integrointikaava yksikko-
kiekolle). Lauseen mukainen integraali, missd pisteet zj, sijait-
sevat yksikkokiekon reunalla, kuvaa yksikkokiekon n-kulmioksi, jonka
sisdkulmat ovat ay,, jos ja vain jos

—Z(——l):n—z%zl

k=1

Zak (n—2)m

TobisTus. Yleisyyttd loukkaamatta voidaan tehda oletus, ettd mai-
nitut alkukulmat (zj) sijaitsisivatkin yksikkokiekon reunan sijasta ori-
gon kautta kulkevalla kiekonreunalla, silld néistd tapauksista paastaan
toisiinsa translaatiolla. Sijoitetaan nyt kaavaan

= a 1 du
/H(z—zk) Fdz, 2= dz:—ﬁ,

ja vakiotermit kussakin vélivaiheessa yksinkertaisuuden vuoksi pois jat-
tamalla

RN EeE

| | L uak
k=1

u2
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kumoutuu vain, jos

n
E ap — 2.
k=1
1

Toisaalta todistuksen alussa tehty inversio z = w~" antaa ymmar-
taa, ettd "u’-avaruudessa sijainnut alkukuva oli puolitaso (ks. lausetta
1.6.6), ja kaavan (1.10.8) oikea puoli u:n potenssitermien kumoutuessa
selvisti tavanomainen puolitason Schwarzin ja Christoffelin integraali-

kaava. Nain on lause [1.10.7] todistettu. O

Pohdintaa. Eraat kirjallisuus- ja verkkoldhteet sindnsé mainitse-
vat yksikkokiekkoa koskevan Schwarzin ja Christoffelin kaavan, kuiten-
kaan esittdmatta todistusta tai mainitsematta tiarkedd kulmien sum-
maa koskevaa lisdehtoa. Verkkoldhteistd on esimerkking (tilanne elo-
kuun lopussa 2007) [PMS].

Jos esimerkiksi halutaan kuvata yksikkokiekko kompleksitason nel-
jannekseksi, vadrin olisi laatia Schwarzin ja Christoffelin integraali tyy-
liin

(1.10.9) w(z) = /(z +1)712 dz,

silld tdmé integraali er kuvaa yksikkokiekkoa neljannekseksi vaan sen
sijaan lemniskaatan puolikkaan sisdpuoleksi. Mainittua ominaisuutta
muuten kiytettiin Riemannin kuvauslauseen [1.7.1 todistuksessa aiem-
min.

Edelld esitetyn sijaan yksikkokiekon kuvaaminen (ensimmaéiseksi)
neljdnnekseksi Re(z) > 0, Im(z) = 0, tapahtuisi helpommin kiénteisen
Cayleyn muunnoksen (ks. lausetta 1.6.10) ja holomorfisen nelitjuuren
(1.5.6) yhdistamisella

w(e) = VT = ey [T

tai, jos Schwarzin ja Christoffelin kaavaa valttaméattd haluaa kiyttaa,
niin talloin yksikkokiekko kuvautuu neljannekseksi integraalilla

w(z) = C’/(z +1)7Y2(2 = 1)732 dz,
eli daretonpisteessi kierrettdava kulma on huomioitava mukaan.

LAUSE 1.10.10. Jos lauseen [1.10.7 vdlttdmdton oletus
Z ar=(n—2)7
k=1

on voimassa, nin integraall

- o/ dz
w(z) ZC/IH(Z—Z%)I / ol
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kuwvaa yksikkékiekon ulkopuolen lauseessa 1.10.5 aiemmin mdaritellyn
monikulmion ulkopuoleksi |[SL, Kaava (3.65)].

TobisTus. Yksikkdkiekon reuna kuvautuu inversiossa 1/z yksik-
kokiekon reunaksi ja lisdksi patee (vakiot jatetty pois)

n dz n 1\t 71
_ l—ak/7r  ~ —_
/kH< o & —/,n(—k> d()

Differentiaalin muoto siis ratkaisee sen, etté integroidaan yksikkokiekon
ulkopuolta ikdan kuin se olisi lauseen[1.10.7 mukainen yksikkokiekon si-
sdapuoli. Lisdksi yksikkokiekon sisdpuolelta lasketut sisdkulmat oy, ovat
yksikkokiekon ulkopuolelta laskettuja ulkokulmia. O

On huomattava, ette:i lause|1.10.10 kuvaa yksikkokiekon sisdpuolta
konformisesti millekddn joukolle, koska origosta muodostuu ensimmaéi-
sen kertaluvun napa.

Kasautuminen ja parametriongelma. Palataan lauseeseen'1.10.7
ja sen avulla muodostettavaan kuvaukseen w, jossa yksikkokiekko ku-
vattaisiin konveksiksi monikulmioksi 2 tai kddnteiskuvauksella toisin-
péin. Funktion w derivaatalle pétee kaavan (1.10.1) nojalla

w'(z) =C [[(z=2)™/™", CeC, 2 e€db(,1),

ja konveksisuudesta johtuen eksponentit ay/m — 1 < 0 kaikilla indek-
seilld k. Talloin myos lim,_.,, w'(z) = oo ja funktion w konforminen
tiheys néiden pisteiden ymparistossa lahenee nollaa. Vastaavasti kidan-
teiskuvauksella z(w), joka valittdd kuvauksen z : Q@ — ID(0,1) on kon-
forminen tiheys néiden pisteiden ymparistossa hyvin suuri. Tama siis
merkitsee sité, ettd jos monikulmion {2 reunaa approksimoidaan tasa-
valiselld pistejoukolla ja tdmé pistejoukko kuvataan numeerisesti yk-
sikkokiekon reunaksi, on odotettavissa pisteiden kasautumista kulmien
kohdalla ja sitd enemmén, mitd terdvammistd kulmista oli kysymys.
Konveksin monikulmion sivujen pituuksien suhteita koskevasta kasau-
tumisilmiostd on mainittu kohdassa 2.5, Samalla tavalla voidaan osoit-
taa, etta ei-konvekseilla monikulmioilla, joilla siis osa kulmista aukeaa
ulospéin, esiintyy néiden pisteiden kohdalla harventuma, kuvattaessa
téallaista monikulmiota numeerisesti ja konformisesti yksikkokiekolle.
Itse asiassa, mikéli lauseen [1.10.5 mukaisessa kaavassa tulon te-
kijoiden maara n > 3, niin muuttujien z; arvot vaikuttavat synty-
van monikulmion sivujen pituuksiin. Vapausasteita on talléin n — 3
kappaletta, kolme pistettd nimittdin voidaan aina siirtdd haluttuihin
kolmeen muuhun pisteeseen Mobius-kuvauksella Tata sanotaan
parametriongelmaksi. Artikkelissa [HVV] parametriongelman tarkka
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kaava on kyetty johtamaan konvekseille nelikulmioille ja siinédkin joh-
dutaan pitkille hypergeometristen funktioiden teoriaan. Téarkeita tut-
kimuksia aiheesta yleisemmin ovat esimerkiksi [Ban| ja [How|. Ensin-
mainittu on laatinut asiaa koskevia Schwarz-Christoffel Toolbox (SC
Toolbox) -ohjelmiston |Dri| laajennuksia. Lisdtietoa hypergeometri-
sista funktioista ja niiden yhteyksista elliptisiin integraaleihin, 16ytyy
esimerkiksi teoksesta [AVV, Osa 1, luku 1| tai [AS, Luku 15].

Schwarzin ja Christoffelin kaavaan perustuvia funktioita.
Seuraavassa esitelldédn geometrisesti merkittavia Schwarzin ja Christof-
felin kaavan tulkintoja.

Logaritmi. Kompleksinen logaritmi méériteltiin kappaleessa/1.5 kaa-

valla y
/—Z = /z_l dz.
z

Kanonisesti tulkittuna tamaé tekisi origon kohdalla 7 radiaanin kd#n-
noksen vastapéiviaan jattden ylemman puolitason kuvan kuvaussuun-
nassa vasemmalle. Koska pétee ar; = 0, niin logaritmilla on téssa koh-
den singulariteetti, ja kddnnos vasemmalle tapahtuu kompleksisessa aé-
rettomyydessd, padtyen tulemaan takaisin samansuuntaisesti, mutta
im:n poikkeamalla, s.0. jos z = re? 6 € [0, 7], niin

A 70
/%:/zre Aed@ _64C
z re’

Neliojuuri. Neliojuuri toteuttaa integraalikaavan

/2_1/2 dz =2z + C.

Origo kuvautuu 7/2 radiaanin (suoraksi) kulmaksi.
Arkussini. Arkussini voidaan maéritelld integraalina

- /7 ﬂd—éﬁ - i/f" )2z = 1) s,

missd vy on origosta pisteeseen z lahteva polku. Tamé kuvaa ylemman
puolitason nauhaksi Re(z) € (—7w/2,7/2), Im(z) > 0, jossa siis pisteet
+1 kuvautuvat 7/2 radiaanin (suoriksi) kulmiksi.

Kanava, areahyperbolinen tangentti. Areahyperbolinen tangentti voi-
daan maaritelld integraalina

(1.10.11) artanh (z) = / = _ /(1 —2)7 1+ 2)7 dz,
¥ 1— 22 ¥

missd v on origosta pisteeseen z lahteva polku. Koska eksponenttien
summa on —2, voidaan lauseen [1.10.7 perusteella lausua, ettd tamaé
kuvaa yksikkokiekon ddrettémén pitkéksi tasalevyiseksi kanavaksi, jos-
sa siis alkukulmien 41 kuvat sijaitsevat darettomésséd ja vastaavat O
radiaanin sisdkulmia. Laskemalla ndhd&an, ettd yksikkokiekko kuvau-
tuu kanavaksi Jm(z) € (—n/4,7/4). Ks. kuvaa [1.9.

arcsin(z
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KuvA 1.8. Arkussini kuvaa ylemmén puolitason kuiluk-
si tai nauhaksi Re(z) € (—7n/2,7/2), Jm(z) > 0.

Kuva 1.9. Asrettomén pitkd vaakasuuntainen kanava
Jm(z) € (—n/4,7/4) kuvattuna yksikkokiekoksi hyper-
bolisella tangentilla

e —e

e +e %
Tallaisella kuvauksella voidaan keskittyd jonkun tietyn
kanavan osan virtausten tutkimiseen.

w(z) = tanh(z) =

Vastaavasti ylempi puolitaso H kuvautuu kanavaksi Jm(z) € (0,7/2).
Tamaé tarjoaa vaihtoehtoisen tavan Cayleyn muunnoksen 1.6.10 johta-
miseen; suoritetaan tangentin summakaavalla

i z + tanh (=% z2—1

Wy (z) = tanh (artanh (z) — Z) (=)

Téamaé versio tosin kuvaa origon pisteeseen —2, aarettoméan pisteeseen 2
ja pitda pisteet 1 kiintopisteind paikallaan. Lauseen 1.6.10 mukaiseen
funktioon 1) péadstiisiin kertomalla edelleen 2:114.

Pystysuoran esteen virtausprofiili. Tarkastellaan Schwarzin ja Chris-

toffelin integraalia

(1.10.12) ws(z) = /(z + a)’%z(z — a)’% dz,

B 1+ z tanh (=F) C1—iz
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KuvA 1.10. Pystysuoran esteen ohittavan virtauksen si-
vuprofiili, eli funktio

w(z) =vz22 -1,
joka kuvaa ylemmén puolitason H ylemmaksi puolitasok-
si, josta on poistettu jana [0,7]. Sen kidnteiskuvausta

wli(z) =V22+1

voidaan kayttda hyviksi konformisissa taitoksissa.

jonka ratkaisu on kddnteismuunnoksineen (integroimisvakio unohtaen)
(1.10.13) we(2) = V22— a2, w;'(z) = V22 + a2

Funktio w(z) kuvaa konformisesti ylemmén puolitason H alueeksi H \ ~,
missé 7y on origosta pisteeseen 2a ulottuva jana. Jos nyt talla muunnok-
sella kuvataan sellaisia reaaliakselin suuntaisia suoria, joiden imaginaa-
riosa on positiivinen, niin se kuvaa nesteen pyorteettomén virtauksen
sivuprofiilia pystysuoran esteen ohi.

Kadnteismuunnos taas on siitd mielenkiintoinen, ettd se taittaa
tdmén pystysuoran “esteen” molemmat puolet edelleen konformisesti
reaaliakselille. Erityisesti, jos positiivinen reaaliakseli R, ja jana [0, ia]
ovat osa Jordan-alueen 2 reunaa, niin tillin w; () on Jordan-alue,
joka on konformisesti ekvivalentti alueen {2 kanssa ja jonka reunasta on
“suurempi osa” kiinni reaaliakselissa 7. "Intuitiivisesti” w () on myds
helpommin kuvattavissa ylemméksi puolitasoksi kuin €2 oli.

Myohemmin esiteltéva geodeesinen algoritmi perustuu sopivaan kaa-
vojen (1.10.13), (1.6.17)) ja holomorfisen neliGjuuren hyddyntémiseen.

Ks. kuvaa|l.10.

"Tasmallisesti, jos U on alueelle Q2 konformisesti ekvivalentti yksikkokiekko,
jonka reunalta on mééaritelty nelja vastinpistettd vastaamaan Jordan-alueen ) pis-
teita 0, 1, 2 ja oo ja sitd vastaava ¢ radiaanin kaari 3, niin se kaari (', joka vastaisi
alueen w; () reaaliakselissa kiinni olevaa osaa, olisi kaarikulmaltaan suurempi
¢’ > ¢ ja sisiltéisi edellisen kaaren kokonaan 8 C 3.
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Joukowskin muunnos. Joukowskin muunnoksen w; = z + z~! deri-
vaattaon 1—272 = (2+1)(2—1)/2%. On huomattava, etti integraalilla

/(z F1)(z - 1)%

on siis lauseen [1.10.10 perusteella tulkinta, jonka mukaan se kuvaisi
yksikkokiekon ulkopuolen sellaisen “monikulmion” ulkopuoleksi, jolla
on kaksi nollan suuruista sisdkulmaa. Téllainen "monikulmio” muodos-
taa pelkdn jananpatkan. Nainollen tama vahvistaa aiemmin kaavasta
(1.8.4) tehtyja tulkintoja. Ks. myos [SL, Kappale 3.3.4].

Elliptiset integraalit. Naiden Schwarzin ja Christoffelin integraa-
likaavaa koskevat tulkinnat esitetdan luvun |2 alussa.






LUKU 2

Elliptiset integraalit

2.1. Yleista
Elliptiset integraalit ovat yleisesti tyyppia

| VPG a,

missd R on rationaalifunktio ja P on 3. tai 4. asteen polynomi. Perus-
teoksia elliptisistéd integraaleista ja funktioista ovat esimerkiksi [Bow]
tai [Akh]|. Térked perusteos elliptisista integraaleista konformisten ja
kvasikonformisten kuvausten yhteydessé on [AVV].

Mikili polynomin P asteluku on matalampi, kyseessé on alkeisfunk-
tio, jos taas korkeampi, niin puhutaan hyperelliptisistd integraaleista.
Seuraavassa esitellddn eri elliptisten integraalien lajien Schwarzin ja
Christoffelin integraalikaavaa koskevat tulkinnat. Tamén jdlkeen kes-
kitytdan pédasiassa ensimmaéisen lajin elliptiseen integraaliin.

Elliptinen ¥ eli 1. lajin elliptinen integraali. Integraali

(2.1.1) k) :/\/1—22;1—14:222’

missa vy on origosta pisteeseen z kulkeva polku, voidaan kirjoittaa myos
muodossa

—k /(z +1/E) 22+ 1)V (2 = 1)V (2 = 1/k) T2 dz,

Tama kuvaa ylemmaéan puolitason suorakaiteeksi, jonka kulmapisteet
ovat =K (k) ja £K(k) + iK'(k), missi K ja K ovat tiydellisid en-
simmaisen lajin elliptisid integraaleja ja modulaarisesta parametrista k
riippuvia vakioita. Pisteet +1 ja +1/k kuvautuvat suoriksi kulmiksi.
Huomaa, ettd F(z;0) = arcsin(z). Ks. kuvan [2.1 vasemmanpuolisinta
kuviota.

Elliptinen € eli 2. lajin elliptinen integraali. Integraali
k) / V1—k?22 dz
(z;

V1—22
missd 7y on origosta pisteeseen z kulkeva polku, kuvaa ylemmén puo-
litason alueeksi, joka koostuu puolitason Jm(z) > &'(k), suorakaiteen,
jota rajoittavat £&(k) ja £E(k)+i€'(k) ja janan (—&(k)+1&'(k), E(k)+

43

(2.1.2)

Y
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1&'(k)) yhdisteesti. Kyseessi on siis eriéinlainen direllinen "potentiaa-
likuoppa”. Suureet (k) ja €'(k) ovat tiydellisid toisen lajin elliptisié
integraaleja. Ks. kuvan 2.1 toista kuviota vasemmalta.

Kolmannen lajin elliptiset integraalit. Integraali

B V1—Ek?22 dz
v V1 —=22(1—n2z2)

on eras lukuisista kolmannen lajin elliptisista integraaleista. £ on modu-
laarinen parametri, kuten aiemminkin, n on elliptinen karakteristika,
jota tdssa nimitetdén luonteeksi.

Tamaé erikoistapaus on valittu tahén siksi, etta talla sattuu olemaan
rajatapauksinaan edellisten kohtien integraalit (2.1.1), kun n = k ja
(2.1.2), kun n = 0, mutta esimerkiksi [AS, 17.7.1] kdyttaa erilaista for-
malismia’. Jos n € (0, k), niin Schwarzin ja Christoffelin kaavan kriitti-
set pisteet eli alkukulmat sijaitsevat pisteissd —1/n, —1/k,—1,1,1/k ja
1/n, joten geometrinen tulkinta on muuten samantapainen kuin edelli-
sessikin kohdassa 2.1, mutta kuvatulla alueella II(H) on potentiaali-
kuopan ylapuolella "katto”, jonka korkeus siis riippuu luonteen n arvos-
ta. Tai sitten voidaan sanoa, ettd IIy(H) olisi dédrettomén pitkd kana-
va, jonka yhdessé kohdassa on suorakaiteen muotoinen uloke. Téllais-
ta tapausta sanotaan hyperboliseksi. Jos taas n € (k, 1), niin kyseesséa
on kanava, jonka yhdessd kohdassa on reunalla "tukkeena” suorakai-
de. Téllaista tapausta sanotaan sirkulaariseksi. Ks. kuvan 2.1 kahta
oikeanpuoleista kuviota.

(2.1.3) I,(z)

2.2. Taydellinen 1. lajin elliptinen integraali

Edelld (2.1.1) esiteltiin (Jacobin) elliptinen F, joka kuvaa ylemmén
puolitason suorakaiteeksi. Palautetaan mieleen sen lauseke

(2.2.1) Fzi k) = / N ch\i/zl — k2,2’

ja méadaritelladn sen avulla tdydellinen elliptinen integraali K(k) = K =
F(1; k) ja komplementaarinen taydellinen elliptinen integraali K (k') =
K'(k) = X' = K(v/1 — k2). Parametri k tai komplementaarinen para-
metri ¥’ = v/1 — k2 voidaan jattda pois tilanteissa, joissa sekaannuksen
vaaraa ei ole.

I4ssi 1ihteessid midritellddn sellainen muoto, jolle on annettu nimeksi II, mut-
ta jolla ei ole helppoa Schwarzin ja Christoffelin integraalikaavan mukaista tulkin-
taa kompleksitasoon, vaan Riemannin pintoja taittuu paillekkéiin. On osoitettavis-
sa, ettd nyt médritelty Il saadaan II:n ja Fm lineaarikombinaationa, joten niiden
formalismien ilmaisuvoima on kesken&én yhtéa hyva.
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Kuva 2.1. Elliptisten integraalien lajit Schwarzin ja
Christoffelin kaavan tulkintojen perusteella vasemmalta
oikealle: (a) ensimmaéisen lajin elliptinen integraali, joka
kuvaa ylemmén puolitason suorakaiteeksi (b) toisen la-
jin elliptinen integraali, joka kuvaa ylemmén puolitason
aarelliseksi potentiaalikuopaksi (c) hyperbolisen tyypin
kolmannen lajin elliptinen integraali (luonne n pienem-
pi kuin modulaarinen parametri k), joka kuvaa ylemméan
puolitason kanavaksi, jossa on yksi suorakulmion muo-
toinen uloke ja (d) sirkulaarisen tyypin kolmannen lajin
elliptinen integraali (luonne n suurempi kuin modulaari-
nen parametri k), joka kuvaa ylemmén puolitason kana-
vaksi, jossa on yksi suorakaiteen muotoinen tukos.

2.3. Elliptisen F:n kdanteiskuvaus

Haluttaessa kuvata suorakaide konformisesti ylempéan puolitasoon
tai yksikkokiekolle, tulee kyseeseen elliptisten integraalien kidénteisku-
vaukset. Méaritellaan

MAARITELMA 2.3.1. Jos z = F(w; k), niin Jacobin elliptinen sini
on
sn(z; k) = w,
Jacobin elliptinen kosini on
en (z3 k) = V1 — w?,
ja Jacobin elliptinen delta-amplitudi on
dn(z;k) = V1 — k2w?.

Kaavasta (2.2.1) voidaan lisdksi paatella, etta elliptiselld sinilld on
derivoimiskaava

(2.3.2) dizsn (z) =cn(z)dn(2)

minkéd tahansa parametrin & suhteen [AS, 16.16.1] ja tdmén avulla on
mahdollista todistaa yhteenlaskukaava

sn (z1)en (z2)dn (z2) + sn (22)en (21)dn (2)

(2.3.3)  sn(z 4 2) = 1 — k2sn2(z)sn?(z)
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jélleen minké tahansa parametrin k suhteen [AS, 16.17.1]. 2

2.4. Ekvivalentteja muotoja

Kaydadn lapi muutamia laskennallisesti térkeitd elliptisten inte-
graalien keskendén ekvivalentteja muotoja. Aloitetaan todistamalla koh-
dan[2.1]vaittdma siité, ettd suorakaiteen F(H; k) korkeus todellakin on
K'. Tdméi saadaan laskemalla integraalia (2.1.1) origosta pystysuun-
taan kompleksiseen aarettoméaan

> dz
2.4.1 F(i00; k :i/ ,
( ) ( ) 0 V14 22V1+ k222
ja sijoittamalla tdhén (kaavoja laskettu valmiiksi auki)
2= 2 dz= g8,
(2.4.2) o TN
VITE= oy JITRE =[5k
saadaan
F(icos k) /°° dz
) 0 \/1—|—22\/1+k’222
B /°° z dz
0o 2V1+ 221+ k222
B ! u du
0 w1 —u2V1— ku?
! d
_ / u
0 V1 —u2V/1— k*u?
(2.4.3) = K(K).

2Kaavan (2.3.3) todistus sivuutetaan, mutta se menisi paapiirteittain niin, et-
té ensin johdettaisiin myos funktioiden cn ja dn derivoimiskaavat [AS, 16.16.2-
3], minka jilkeen kirjoitettaisiin auki differenssikaavoja pienten lisdysten summana
tyyliin
f(@+hy+ho) = f(z) + (h1 + ho) f'(z) + haha f"(2),
misté voidaan ennenpitkid, sijoittamalla f/(z)m f”(x):n ym. lausekkeet paikalleen,
arvata summakaavan muoto

f(l‘ + y) = ¢(f(x)’f(y)7g(xay))

Joskus liséiyksia hy ja derivaattoja tietysti tarvitaan enemménkin kuin kaksi, kun-
nes sopiva algebrallinen sulkeuma 16ytyy. Eksponenttifunktion tapauksessa riittda
yksi, trigonometristen funktioiden tapauksessa kaksi ja néiden elliptisten funktioi-
den tapauksessa kolme. Symmetriaominaisuuksista ja edellytyksisté

fe(z+y) = fy(x +y)
seka
flz+0)=f(z), fO+y)=[f(y)

tarkka muoto usein voidaan paatelld. Jalkimmé&inen on tehty kirjassa [Bow].
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Kuva 2.2. Bernsteinin elliptinen integraali

dz
0 V22 + a2+ 0
taittaa oikean puolitason suorakalteekSL

I(z;a,b) =

Jos integraaleja olisi kasitelty epatéydellising, saataisiin liséksi
z

2.4.4 F (k) =F | i—— k

244 () = (i)
ja méadritelmén 2.3.1 perusteella

S0 (z; k')
‘en (z; k')
Kaavan (2.4.5) avulla voidaan siis laskea elliptisen sinin arvoja myos
imaginaarisella argumentilla 16.20.1]. Vastaavasti yhdistamalla
tamaé tieto summakaavaan (2.3.3), saadaan kompleksisille argumenteille

sn (x)dn (y) + icn (x)dn (z)sn (y)en (y)
n2(y) + k?sn?(z)sn?(y) ’
mille tahansa parametrin k arvolle [AS, 16.21.2].

Huomattakoon myos, etté elliptiselle F:lle ja K:lle on olemassa myos
trigonometriset muodot. Jos vaikkapa kaavaan (2.2.1) sijoitetaan z =
sinf, dz = cos 0 df ja sijoitetaan rajat paikalleen, saadaan téydelliseksi
elliptiseksi integraaliksi

(2.4.5) sn (iz; k) =

(2.4.6) sn(x +1y) =

(2.4.7) - / ’ 49
0 V1—k2sin’0

17.3.1]. Tama yksinkertaistaa joidenkin kaavojen kisittelya.

2.5. Landénin muunnos

Esitelladn seuraavaksi todistuksineen lause, joka on téarkeé elliptisen
integraalin F evaluoimiseksi. Tatd varten maéaaritellddn ensin "apuinte-
graali”

dz 1 1z a
2.5.1 I( = — =
(25.1) Hab) = 0 V224 a2+ b2 Zb?(a’b)
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w(2b)

w(400)

w(—ib)

Kuva 2.3. Nouseva Landénin muunnos. Sijoittamalla
Bernsteinin elliptiseen integraaliin Joukowskin muunnos
u = % (z — %b), seuraa, ettd "u’-avaruuteen muodostuu
uusi samantapainen elliptinen integraali, joka taittaa ku-
vassa siniselli merkityn kiekon D(0,+v/ab) ulkopuolisen
oikean puolitason alueen kuvassa punaisella merkityk-
si suorakaiteeksi. Pisteet u = +ia ja u = +ib taittu-
vat padllekkdin uusiksi Schwarzin ja Christoffelin kaa-
van kriittisiksi pisteiksi kohtiin u = +i(a + b)/2 ja koh-
tiin u = +iv/ab taas muodostuu Joukowskin muunnok-
sen derivaatan nollakohtien vuoksi uudet Schwarzin ja
Christoffelin kaavan kriittiset pisteet.

Kappale 2|, 17.4.41], ks. my6s kuvaa[2.2| jolle pétee seuraa-

vanlainen lause:

LAUSE 2.5.2. Nouseva Landénin muunnos

I(Z,(L,b) = 5

Edellisesta seuraa erityisesti

I(oo;a,b):f(oo;a;_b,\/%).

TobisTus. Integraalilla (2.5.1) on Schwarzin ja Christoffelin kaa-
van mukainen tulkinta, jonka mukaan se kuvaa oikean puolitason —2 H
suorakaiteelle, joita rajoittavat pisteet I(+ia;a,b) ja I(+£ib;a,b). Jos
kuitenkin oikeaan puolitasoon sovelletaan ensiksi Joukowskin muun-
nosta

(2.5.3) u= % (z — %b) :
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niin tdma taittaa kyseisen puolitason auki vasempaan puolitasoon péin
pisteiden z = 4iab kohdilta ja kuvaa puolikiekon —iH N ID(0, v/ab) va-
semmaksi puolitasoksi 7H. Liséiksi havaitaan, ettd u(ivab) = ivab
sekd u(+ia) = u(£ib) = £i(a+b)/2, joten pisteiden 2a ja ib kuvat tait-
tuvat "padllekkiin”. Geometrisesti tdméa antaa ymmértaa, etta vallitsisi
jonkinlainen relaatio

I(z;a,b)wl(u;a;_b+\/%).

Néin itse asiassa onkin asianlaita, silla

du _ L), ab
dz 2 22

z d_u = 1 zZ+ a—b

dz 2 z
du\? 1/, a’b?

<z E) = Z <Z + 2ab + ?)
1 a’b?
2 2
1 2p?
u?4ab = Z(Z +2ab—|—a—),

% du
z vu? + ab

/ z B / z dz
N Ew N V22 + a2V 22 + b2z

B / z du
V22 4+ a2/ 22 + b2/u? + ab

_/ du
\/22+a2—|—b2 “2b e/ u? + ab

du
\/4u2+a2—|—2ab+b2\/u2+ab

/ a+b \/m

ja huolehtimalla integroimisrajoista, kaava (2.5.2) seuraa. U

Ks. my6s artikkelia [WW] ja kuvaa 2.3 Landénin muunnoksen
yleistyksisté, ks. [HM] tai [KS].

MAARITELMA 2.5.4 (Aritmeettis-geometrinen keskiarvo). Olkoon

S an + by
ap = a, by = b7 Upt1 = anbrm bn+1 = 9 .
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Talloin raja-arvo

agm (a,b) = lim a, = lim b,

n—oo n—oo

on muuttujien a ja b aritmeettis-geometrinen keskiarvo ja sen johdan-
naimen
ag(a) = agm (1, a)

muuttujan a aritmeettis-geometrinen funktio.

LAUSE 2.5.5. Bernsteinin elliptiselle integraalille patee
7

I(c0;a,b0) = ——.
(003 a,) 2 agm (a, b)

TobisTus. Téma on seurausta implikaatiosta ja epayhtélosta
v T
0<a<b= — < I(c0;a,b) < —.
== 2a — (003a,b) < 2b
O

Tarkeita korollaareja. Kirjassa [AVV, Luku 3|, esitelldén lauseen
2.5.2 ja kaavan (2.5.1) muitakin térkeitd korollaareja, joiden todistami-
nen sivuutetaan. Mainittakoon erityisesti kaavat

X' K [ 2vVk 1K [1-F
(2.5.6) (k) =20 Wk _1X
K K\1+k 2K \1+K
[AVV, Kappale 3.18| seké rajakiyttaytymistéd alkeisfunktioiden avulla
kontrolloiva

, X' k?
(2.5.7) %;n% {exp (—71'%> — 1_6} =0

[AVV, Kaava 3.5],|AS, 17.3.17,17.3.28|, |Ber, Lause 3.1]. Aiheescen
liittyvista toteutuksista ja niiden pohjana olevista kaavoista ks. [AS,
Kappale 17.6] (elliptisten F:n ja K:n ratkaiseminen aritmeettis-geomet-
risella keskiarvoistamisella) ja [AS, Kappaleet 16.12-16.15], [AV'V, Lii-
te B, esimerkit 3 ja 8|, |OF, "specfun”paketin "ellipj.cc”| (elliptis-
ten sn, cn ja dn ratkaiseminen a.g. keskiarvoistamisella).

Huomautus kasautumisesta. Kaavasta (2.5.7) niinikdan kéy il-
mi, ettd nelikulmion moduli on verrannollinen alkukulmien vélisten
etaisyyksien suhteen logaritmiin ja vastaavasti kuvattaessa suorakai-
detta ylempéaan puolitasoon, kasvavat nama alkukulmien véliset suh-
teet eksponentiaalisesti suorakaiteen mittasuhteisiin ndhden. Télla il-
mi6lla on myds yleistyksensd muiden monikulmioiden konformikuvaus-
ten teoriassa - konveksissa tapauksissa lyhyilla sivuilla esiintyy runsasta
kasautumista kuvattaessa yksikkokiekolle tai ylempééan puolitasoon.
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2.6. Ylempi puolitaso yleistettyna nelikulmiona

Jos halutaan maéarittad yleistetyn nelikulmion moduli, on mones-
ti ensin kuvattu tétad vastaava alue konformisesti jollakin algoritmilla
yksikkokiekoksi tai ylemmaksi puolitasoksi. Télloin kulmia vastaavat
pisteet ovat vastaavasti kuvautuneet joihinkin yksikkokiekon reunan
pisteisiin tai jalkimmaéisessa tapauksessa reaaliakselille tai kompleksi-
seen darettomadn. Merkitdan naita pisteita tutuilla symboleilla 2y, k €
{1,2,3,4}. Lauseen [1.6.8 nojalla saadaan nyt aina tarvittaessa aikai-
seksi tilanne, jossa ndmé pisteet olisivat kuvautuneet "kanonisiin” pis-
teisiin 0,1, s, 00, eli s saadaan lausekkeella

(22 — 24)(23 — 21)
(22 — 21) (23 — 24)

Tarkastellaan sitten vastaavaa Schwarzin ja Christoffelin integraalia

(2.6.1) s(21, 22, 23, 22) =

(2.6.2) /zé(l —2)77(1 — s2)72 da,
jonka avulla voidaan maarittaa ylemmdan puolitason moduli seuraavasti:

LAUSE 2.6.3. Ylempddn puolitasoon perustuvan yleistetyn nelikul-
maion moduli on

[l i1 —t)"2(1—st) 7 dt
il (1=t (1~ st)"7 dt

-5

GQM ((H, —1,0,s,00)) = %(\/%)

Jalkimmaistd pisteistéd —1,0, s, 00 sanotaan Teichmiillerin standar-
dipisteistoksi ja jalkimmdisessd kaavassa esiintyvad yleistettyd nelikul-
miota Teichmiillerin nelikulmioksi. Jos tdmdn nelikulmion yhdistid alem-
massa puolitasossa olevan peilikuvansa kanssa, saadaan Teichmiillerin
rengas.

GQM ((H,0,1,s,00)) =

TODISTUS. Sijoitetaan edelliseen kaavaan (2.6.2) z = u?, dz = 2u du.
Geometrinen tulkinta on seuraavanlainen (vrt. lauseen 2.5.2 todistuk-
seen):

Kriittiset pisteet eli alkukulmat "u"-avaruudessa ovat £1 ja £1/4/s,
joten neli6én korottaminen luo yhden uuden kriittisen pisteen origoon
kulmana 7 /2 ja ja "taittaa” muut kriittiset pisteet pareittain péaillek-
kain. U

2.7. Suorakaiteiden automorfismit

Otetaan kanoninen suorakaide S(M) ja sen reunoilta, jotkut (mah-
dollisesti) muut vastapéivién kiertosuunnassa olevat pisteet zx, k €
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{1, 2, 3,4} kuin kulmapisteet. Halutaan kuvata tamé yleistetty nelikul-
mio sellaiseksi suorakaiteeksi, jossa namé kuvautuisivat kulmapistei-
siin. TAm& toimenpide voidaan tehda kolmessa osassa

o Selvitetaén kdanteinen moduli ratkaisemalla yhtalo
JC/

x

Newtonin menetelmalld. Tata varten tulee ensin johtaa deri-

vaatta
dk \ K 2kEPK (k)2

[AVV, Kaava 3.10], jonka perusteella saadaan parametrille &
iteraatiokaava

(k) = M

X'
= (k,) — M
kn—l—l:kn_g{( )

d (X

i (% 0w)

Toinen, Landénin muunnokseen perustuva iteraatio 16ytyy sa-
masta teoksesta [AV'V) Liite B, Esimerkki 5, "invmu.m"|. Ta-

makin kidyttdd Newtonin iteraatiota, mutta hyodyntaa samalla
kaavaa

(2.7.1) K (k) T

2ag(VI—R?)
joka voidaan johtaa lauseesta 2.5.5.
e Translatoidaan ja skaalataan kanoninen suorakaide elliptisen
K:n referenssipisteisiin
z — 2K(k)z — K(k).

e Laskostetaan tama suorakaide ylempéaan puolitasoon elliptisel-
14 sinill&a

z — sn (z; k).
e Tunnistetaan pisteiden z; kuvat ¢, ja sovelletaan lausettal2.6.3|

Vaihtoehtona kolmelle ensimmaiselle askeleelle on suorittaa numeeri-
sesti konforminen taitos alkuperaiselté suorakaiteelta ylempéan puoli-
tasoon tai yksikkokiekolle.

Lisdtietoa kiddnteisestd modulista, ks. [Weil], jossa kddnteisen noo-
min ja sitd kautta kiéénteisen modulin laskeminen voidaan suorittaa
myo0s thetafunktioiden avulla.



LUKU 3

Konformiset taitokset

3.1. Yleista

Téaméan luvun tarkoituksena on esitella numeerisia menetelmia kon-
formikuvauksiksi kanonisille alueille, kiiyttiden pédasiallisena ladhteené
artikkelia [MR]. Tété varten asetetaan muutamia méaritelmia

MAARITELMA 3.1.1 (Mdbius-kiekot ja Mobius-ympyrat). Alue
on Mébius-kiekko ja merkitdin Q0 € MD jos ja vain jos
a) Alue Q on avoin kiekko tai
b) avoin kiekon ulkopuoli tai
¢) avoin puolitaso.

Mobius-kiekko on reaalikeskeinen, jos ja vain jos

d) Se on kiekko, jonka keskipiste on reaaliakselilla:
Q=D(a,r), aeR, >0

ta
e) suoraan oikealle tai vasemmalle avautuva puolitaso:

Q=+iH+a, a €R.

Mobius-kiekkojen reunakayrat ovat Mobius-ympyroitd. Reaalikeskeisten
Mobius-kiekkojen ylemmdssd puolitasossa sijaitsevat reunakayrat ovat

ylemmdn puolitason hyperbolisen geometrian geodeeseja. Hyperbolisesta
geometriasta, ks. [AVV, Luku 6, 6.28-].

MAARITELMA 3.1.2 (Kolmijako). Olkoon Q@ € MD ja Jordan-alue
Q€ Q. Tamd jakaa kompleksitason kolmeen osaan C\ Q (alueen
ulkopuoli), Q1 (alueen Q0 sisdkomponentti) ja Q\ Qi (alueen Q ulko-
komponentti). Asetetaan lisiksi taitosraja vo = 0Q1 U Q, joka on se
alueen €2y reunakdyrdin osa, joka erottaa sisd- ja ulkokomponentteja.

Ks. kuvaal3. 1.

MAARITELMA 3.1.3 (Téydellinen konforminen taitos). Tdydellinen
konforminen taitos (engl. conformal welding) on konformikuvaus

U}(Ql) = Q,

missd 2 ja Q1 ovat kuten mddaritelmdssal|3.1.2 eli silld voidaan mddri-
telmdn nojalla ilmeisesti kuvata yhdesti yhtendinen alue kanoni-
seksi alueeksi.

53
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Kuva 3.1. Kolmijako. Alue 2 on yksikkokiekko, sisé-
komponenttina 2; on vihreélla piirretty kolmio ja ulko-
komponenttina valkoiseksi jatetty muu osa yksikkokiek-
koa. Konformisissa taitoksissa pyritdan taitosraja kuvaa-
maan alueen €2 reunaksi.

MAARITELMA 3.1.4 (Osittainen konforminen taitos). Olkoon vy, sel-
lainen yhtendinen taitosrajan osa, joka yhtyy toisesta pdadastidan alueen
Q reunalle. Nyt konformikuvaus

w(Q\ 1) =
on osittainen konforminen taitos. Tdmdn ideana on saada siirrettyd

sis@komponentin reunaa kiinni alueen €2 reunaan. Jos esimerkiksi 2 on
oikea puolitaso —iH ja v, jana vélilla (0,1) (muusta taitosrajasta ei ole
valid), niin

w=vz2-1
olisi osittainen konforminen taitos, silld

w(—tH \ 1) = —iH.

MAARITELMA 3.1.5 (Oskulaatioaskel ja oskulaatioalgoritmi). T'dlle
er voida antaa tasmdllistd matemaattista mddritelmdda, koska nditd teh-
dddn aina joirdenkin sisikomponenttien tai taitosrajan ominaisuuksien
suhteen. Joka tapauksessa, jos on olemassa konformikuvaus ¥(z,C),
jossa C on jokin sisdkomponentin €1y tai taitosrajan v ominaisuus, ol-
koon tamd sitten origosta katsottuna ldhin piste, sopiva sisd- tai ul-
kokulma, tieto konveksisuudesta tai tdhtimdisyydestd tai mikd tahansa
tallaisten yhdistelmd ja V jollakin tavoin “parantaisi” tatd ominaisuut-
ta, niin sanottakoon kuvausta V oskulaatioaskeleekst.

Sanottakoon oskulaatioaskelta stabiiliksi, jos se ei kuvaa sisd- tai
ulkokomponentteja kohdealueensa ulkopuolelle, muuten epdstabiiliksi.

Algoritmia, joka pyrkii tekemddn konformikuvausta halutuksi tai
ominaisuuksiltaan halutuksi kohdejoukoksi (usein yksikkokiekko tai muu
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konveksi alue) ottamalla useita oskulaatioaskelia, sanottakoon oskulaa-
tioalgoritmiksi.

3.2. Geodeesinen algoritmi

Tama algoritmi on saanut nimenséa siitd, ettd se perustuu reaali-
keskeisten Mobius-kiekkojen reunakéyriin, jotka méaritelmén(3.1.1/no-
jalla ovat hyperbolisen geometrian geodeeseja. Algoritmi on alunperin
esitetty artikkelissa [MR, §1].

Huomautus! Seuraavassa késitellaan yksinkertaisuuden vuoksi pis-
tejonoa (z) siten, ettd silld ei merkitd alkuperiistd, vaan kulloisenkin
muutoksen jélkeista vaihetta. Merkittaessa

() — ¢ ((2x))
tarkoitetaan
Vk, wy = <Z5(Zk)

ja ndin muodostuneen jonon (wy) sijoittamista takaisin jonon (zj) pai-
kalle.

Tavoitteena geodeesisessa algoritmissa on mielivaltaisen Jordan-alueen,
jonka reunaa on approksimoitu sitd vastapaivaan kiertévalla pistejou-
kolla (zx), k € {1,2,3,..., N}, kuvaaminen konformisesti ylemmé&k-
si puolitasoksi. Tata varten suoritetaan ensinnd Mobius-kuvaus (koko
pistejoukolle)

(v = 2n)((2r) = 2v-2)
(z) (zv—1 —2nv—2)((21) — 2n)

joka siirtdd pisteen zy ddrettomédn, pisteen zy_; pisteeseen 1 ja pis-
teen zy_o pisteeseen 0. Jos alkuperdinen alue oli Mobius-kiekko, tdméa
kuvaus muuten kuvaisi sen suoraan ylemmaéksi puolitasoksi H lauseen
1.6.6 nojalla. Muussa tapauksessa alue on kuvautunut niin, etta sita
rajoittaa alhaaltapéin positiivinen reaaliakseli ja origosta ldhteva pol-
ku positiiviseen aarettomaan, joka ei saa leikata positiivista reaaliak-
selia. Otettaessa nyt téstd reunakiyristd holomorfinen neliojuuri (ks.
kappaletta 1.5)) ylempéén puolitasoon

(3.2.2) (z) — /(1)

padadytaan lauseen |3.1.2/ mukaiseen tilanteeseen:

(3.2.1)

e Kohteena oleva Mobius-kiekko on ylempi puolitaso H.

e Taitosraja vy kulkee origosta pitkin ylemmaésséa puolitasossa si-
jaitsevaa polkua kompleksiseen dédrettoméan. Taitosrajalla si-
jaitsevat pisteet zq, 29, ..., ZN_3.

e Sisdkomponentti {2; jia taitosrajasta oikealle.

Tarkastellaan viivanpalaa origosta (zy_2 = 0) ensimmaéiseen taitos-
rajan pisteeseen zy_3. Mikéli pistejoukolle sovelletaan téssd vaiheessa
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kaavan (1.6.17), s.o.

(2k)
1—(21)/b
olettaen, ettei zn_3 jo sijainnut posititvisella imaginaariakselilla, ja ot-
taen huomioon &aretonpistettd koskevat erityissdannot, niin olemme
tilanteessa, jossa saadulle pistejoukolle voidaan toteuttaa konforminen
taitos

(2x) —

(zr) = £/ (1) — 2% _3

(neliGjuuri taas ylempéén puolitasoon, ks. myos lausetta [3.1.4), minka
seurauksena pisteet zy_3...2y sijaitsevat reaaliakselilla ja loput N — 4
pistettd uudella taitosrajalla. Kokonaisuudessaan taitettiin konformi-
sesti reaaliakselia vastaan kohtisuorassa olevan geodeesin (ks. lausetta
3.1.1) pala.

Toistamalla téta algoritmia, voidaan kaikki pisteet kuvata reaa-
liakselille ja siten alkuperdinen Jordan-alue ylemméksi puolitasoksi.
Lopputilanteessa sijaitsee pisteen z; kuva origossa ja pisteen zy ku-
va muualla positiivisella reaaliakselilla. Origosta pisteeseen zy kulkee
edelleen "nakyméaton” taitosraja, jota voidaan approksimoida geodee-
silla. M6bius-kuvauksella

(2k)
1-— (Zk)/ZN

saadaan téstd puoliympyréstd ensimméinen neljinnes vH ja nelioon
korottamalla lopputulos.

Kaytannossa geodeesinen algoritmi suoraan toteutettuna karsii vai-
keasta kasautumisesta pisteen zy kuvan ympéaristéon reaaliakselille,
nain on erityisesti asianlaita, jos kuvattava Jordan-kéyréa ei ollut siledl.

Ongelmana on myés liukulukupyoristysvirheet. Jos on varastoitava
suuri joukko lukuja M + €;, M + €3, M + €5..., joissa M on suuri ja
€x:t pienid, niin M:n arvon ilmaisemiseen tarvitsevat bitit vievéit tilaa
jokaisesta liukuluvusta erikseen, sen sijaan, etta olisi varastoitu vain M
kertaalleen ja erotukset €3 — €1, €3 — €5 jne. erikseen.

() —

Modulin méirittadmisesta. Jos alkuperdisen Jordan-alueen reu-
nalta oli erikseen méaéritelty nelja jarjestyksesséa ollutta reunapistetta
Zmys Zmas Zms J& Zmy, 1 < mp < mg < mg < my < N, niin se ja sen
konforminen kuva kanonisella alueella voidaan tulkita yleistetyksi neli-
kulmioksi (ks. méaaritelmé&&[1.1.8)) konforminen nelikulmion moduli (ks.
méadritelmad [1.3.6) méaarata elliptisten integraalien avulla tdmén pis-
teiston reaaliakselilla tai yksikkokiekon reunoilla olevien kuvien koor-
dinaateista, kuten lauseessa|2.6.3 on esitetty. Jatkossa tésta seikasta ei
valttaméatta huomauteta erikseen.

'R2:n kiiyriksi upotettuna ja parametrisoituna (z(t),y(t)) € C*(R).
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3.3. Slit- eli viiltoalgoritmi

Tamakin algoritmi, samoin kuin edellinenkin, on alunperin esitelty
artikkelissa [MR, §1,ss.7,]. Esitelldén se téssd vain lyhyesti.
Funktio

_ P 1—p _ Jm(n(a))  _ lal
9a(2) = Clz=p)"(et1-p) " a € Cp=——-7,C= (= p)ir

on konformikuvaus ylemmaélta puolitasolta H alueeksi H\ L, missd L on
jana origosta pisteeseen a. Néinollen sen kidnteiskuvaus g, '(z) muo-
dostaa osittaisen konformisen taitoksen. Koska tata kidénteiskuvausta
ei kuitenkaan voida lausua alkeisfunktioiden avulla, on turvauduttava
Newtonin menetelméén, eli sitd varten ratkaistaan

9a(2) =C(p(z—=p ' (z+1=p)' P+ (L =p)(z—p)P(z+1—p)7").

Taman jalkeen voidaan kddnteiskuvaus méaarittaa tuttuun tapaan ite-
raatiolla
Ja(wr) =2

9o (wi)
kunnes haluttu tarkkuus w1 — wg| < € on saavutettu. Kéytannossa
tadmaé ei kuitenkaan aina suppene, mikéli alkupiste oli valittu hyvin l&-
helta janaa L, silla kyseinen kadnteiskuvaus on mainitulla janalla kaksi-
késitteinen (janalle (p—1,0) vs. janalle (0, p)) ja tietokoneen pyoristys-
virheet riittdvat muuttamaan eri iteraatioaskeleilla sitd, kumpaan haa-
raan iteraatio olisi ollut suppenemassa. Ongelman voi kuitenkin kiertaa
useammalla eri tavalla ja helpoin menetelmé on katkaista iteraatio tie-
tyn rajan jilkeen, jos se ei kunnolla suppene. Hieman parempi lienee se,
ettd tietyn rajan jélkeen iteraatio pakotetaan suppenevaan osajonoon,
eli hylataan wy, 1, mikali ei patenyt

Wg+1 = W —

|U}k+1 — wk| < |wk — wk_1|.

Tallaisissa alkeellisissa heuristisissa valinnoissa tosin konformisuus saa-
tetaan menettdd. Kaytannossa suurin osa kyseeseen tulevista invertoi-
tavista pisteista sijaitsee janan L ylapuolella ja suppenemisen pitéisi
olla nopeaa.

Sen perusteella, mitd artikkeliin [MR| liittyvissé FORTRAN-oh-
jelmapaketissa olevasta ohjelmasta |[MarZIPPER, "inverse.f”] voi
padtellda, on artikkelin kirjoittaja ratkaissut asian huomioimalla erik-
seen alueita, joissa olevia pisteitd evaluoidaan, oikean haaran valitsemi-
seksi. FORTRAN-ohjelmointikielesté lisétietoa verkkoldhteesséd [FORY.
FORTRAN:in ominaisuuksien pohjalta on laadittu myo6s C-kielen laa-
jentamiseksi C99-standardi, ks. tdstd enemmén verkkoldhteestéd [See].

Slit-algoritmissa alku suoritetaan samalla tavoin kuin geodeesises-
sakin algoritmissa aina kaavaa (3.2.2) myo6ten. Kuitenkin mychemmét
askeleet korvataan kuvauksilla g7 '((z)) kullakin £ € {N — 3, N —
2,...,2,1}.
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Zipper- eli vetoketjualgoritmi. Tédma on edellisten yhdistelma,
jossa suoran viiltotaitoksen” ¢ '(z) sijaan valitaan ensin kaksi seu-
raavana kuvattavaa pistettéd, jotka saatetaan origon kautta kulkeval-
le suoralle ylemmin puolitason automorfismilla ja vasta sitten g;'(z)
toteutetaan. Tassa algoritmissa on valttamatonta, ettd kulmapisteet
sijaitsevat parillisten indeksien kohdalla jonossa (zy).

Myo6s zipper-algoritmi on implementoitu FORTRAN-ohjelmapake-
tissa [MarZIPPER].

3.4. Koeben algoritmi

Tamaé algoritmi, joka on tarkkaan ottaen oskulaatioalgoritmil(3.1.5
kriittisend ominaisuutena

C : Ttaitosrajan etaisyys origosta.”

on aiemmin jo késitelty Riemannin kuvauslauseen [1.7.1 todistuksen
yhteydessd, mutta luetellaan sen péaapiirteet vield pahkindnkuoressa:

Olkoon (zx), k € {1,2,3,..., N} pistejono, jolla approksimoidaan
yksikkokiekon sisdista aluetta 2. Télloin meilla on jélleen késilla kolmi-
jako missi 2 on kohdealueen D(0, 1) sisikomponentti, D(0, 1)\ Q
ulkokomponentti ja jono (zj) sijaitsee taitosrajalla. Valitaan kullakin
iteraatiokierroksella tésté jonosta piste z,,, joka on se piste, joka on
kaikkein 1ahinné origoa Vk # m, |z| > |zm].

"Translatoidaan” mainittu piste origoon yksikkokiekon automorfis-
milla

(2k) = @2 ((21))
ja suoritetaan télle holomorfinen neliGjuuri

(zx) = /(1)

Sen jalkeen haetaan origon kuvautumispaikka z, (se on joko \/—z,, tai
—+/—2m) esimerkiksi Cauchyn integraalilauseella (ks. lausetta1.2.9) ja
suoritetaan "translaatio” yksikkokiekon automorfismilla

(21) = @2, ((21))

takaisin. Kuten aiemmin osoitettiin, tdmé algoritmi hitaasti, mutta var-
masti kuvaa alueen () yksikkokiekolle. Koeben algoritmi on oskulaatio-
algoritmina stabiili.

3.5. Teravan ulkokulman algoritmi ANGLEQSC

Tamaé ja algoritmi 3.6/ tunnetaan yhdessd nimelld Grassmanin al-
goritmi. Ks. [Por, 6.3].

Alueilla, jotka eivét ole konvekseja, on usein alueen ulkopuolelle
aukeavia terdvid kulmia. Kokeellisesti on havaittu (ks. kuvaa(3.2), etta
Koeben algoritmi saattaa néissa tapauksissa aiheuttaa vélivaiheissaan
kasautumista origon kuvasta kaukana olevissa ulokkeissa, joihin ei ole
origosta katsottuna suoraa "nakoyhteyttd”. Esitellddn algoritmi, joka
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Kuva 3.2. Kasautumisongelma Koeben algoritmissa.
Vasemmalla on monikulmio, jota on approksimoitu 390
reunapisteelld ja oikealla sen kuva, kun Koeben algorit-
mia on ajettu 30 iteraatiokierrosta. Numeerisesti tulos
on epatyydyttavi, koska huomattava osa pisteistosta on
jaanyt vasemmalla ndkyvadn pieneen ulokkeeseen, joka
jaa jatkuvasti Koeben algoritmilta "huomaamatta’.

soveltuu naihin tilanteisiin ja pyrkii parantamaan kuvattavan alueen
tahtimaisyyttd ennen muuhun oskulaatioalgoritmiin siirtymista.
Oletetaan tuttuun tapaan taitosrajalle approksimaatio (zj). Seu-
raavassa kuvataan yksi oskulaatioaskel:
o Kiaydaan taitosraja lapi siten, ettd pyritdan loytamaan itseis-
arvoltaan suurin negatiivinen arvo lausekkeelle

zZ — Z
o= Tm (Ln <—)> |
2k — Rk—1

(Téssd ymmaérrettakoon zyyq ~ 21, koska reunakéyra on sul-
keutuva.) Tétéd vastaava zx:n arvo olkoon terdavimmdn ulkokul-
man piste.

e Tarkastetaan, ettd kulma «a ylittda toleranssirajan, esimerkiksi
7/16:n. Hyvin pienet a:n arvot eivét enéé vastaa niin “terévia”
B kulmia, ettéd niité tarvitsisi oikaista ennen muuhun oskulaa-
tioalgoritmiin siirtymista.

e Suoritetaan automorfismi (zx) — ¢, ((2x)), kuten Koeben al-
goritminkin tapauksessa.

e Otetaan jonosta holomorfinen logaritmi (ks. lausetta

(zx) — Inh ((2x)).

e Kerrotaan jono luvulla 7/(7m + «) ja otetaan jonosta sen jél-
keen eksponenttikuvaus exp. Edellisen kohdan ja tdméan yhdis-
telma vastaa sellaista murtopotenssia, joka tasmélleen oikaisee
kyseisen "liian terdavan” kulman.

2Virallisesti terdvé kulma nailld termistéillé esiintyisi silloin kuin o € (7/2, ),
mutta tatd algoritmia varten myos tylppien kulmien oikaiseminen kannattaa.
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KuvaA 3.3. Kuvan (3.2 mukaisen monikulmion kuva sen
jalkeen kun siihen on ensin sovellettu 4 iteraatiokierrosta
terdvin sisikulman algoritmia ja sen jidlkeen niin monta
kierrosta terdvan ulkokulman algoritmia, kunnes katkai-
suehto (ei alle 167/17 ulkokulmia) téyttyi. Ndin on pads-
ty tdhtimaiseen alueeseen, johon voidaan soveltaa Koe-
ben algoritmia tai Joukowskin muunnoksen algoritmia
viahemmalld kasautumisella. Ks. myos kuvia seké
5.18

e Haetaan origon kuva Cauchyn integraalilauseella (ks. lausetta
1.2.9) kuten Koeben algoritminkin tapauksessa ja palautetaan
origon kuva paikalleen.

Lopputuloksena on alue, jolla on vihemmaén katvealueita origosta
katsottuna kuin alkuperéiselld alueella. Usein saavutetaan jopa téahti-
maisyys. Algoritmisesti helpompana vaihtoehtona télle on korvata mur-
topotenssi neliGjuurella kuten Koeben algoritminkin tapauksessa. Tél-
16in kulmat eivit "oikene”, mutta muuttuvat kuitenkin ennemminkin
sisakulmiksi ja parantavat alueen tdhtiméaisyysominaisuuksia. Ks. seu-
raavaa kappaletta 3.6 ja kuvaa[3.3.

3.6. Teravian sisdkulman algoritmi CONVEX_ANGLEQSC

Tama ja algoritmi(3.5 tunnetaan yhdessd nimelld Grassmanin algo-
ritmi. Tésséd tyossa ne késitelladn erikseen, koska ne vaativat erilaisen
tarkastelun konveksikuoren osalta.

Monilla konvekseilla monikulmioilla on terdvia sisdkulmia, joiden
oikaiseminen voi olla ennen muun oskulaatioalgoritmin tai konformisen
taitoksen suorittamista, perusteltua. Téllainen oikaiseminen on suo-
ritettavissa translatoimalla oikaistava kulma origoon ja suorittamalla
murtopotenssi. Formaalisti, funktio

/za/wl dz ~ Za/7r
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(ks. lausetta [1.10.5] vakiot pudotettiin pois, siksi ”~"-merkki) kuvaa
ylemmaéan puolitason sektoriksi, jonka kulma on «, joten kyseisen mur-
topotenssin eksponentiksi on valittava m/«, s.o.

w(z) = 2™,

Tallaisen operaation suorittaminen ei-konveksille joukolle suoraan on
usein virhe, koska se saattaa taittaa Riemannin pintoja paallekkain, rik-
koen konformisuuden. Ratkaisuna on talloin konstruoida ensin konvek-
sikuori (engl. convex hull, joissakin muissa suomenkielisissa lahteissa
puhutaan myos konveksista verhosta) @, eli pienin mahdollinen konvek-
si joukko, joka sulkee kuvattavan alueen sisddnsa ja suorittaa kulman
oikaisu télle.

Ks. kuvaa

3.7. Joukowskin muunnoksen algoritmi JOSC

Tama algoritmi on epdstabiili oskulaatioalgoritmi, joka pyrkii sa-
maan kuin Koeben algoritmikin, eli origoa lahinna olevan pisteen siir-
tamiseen ldhemmaéksi yksikkokiekon reunaa. Silloin kun se toimii (kon-
vekseille ja joillekin hyvin sddnnéllisille tdhtimaéisille alueille), se kokeel-
lisesti kuvaa alueita yksikkokiekolle nopeammin kuin Koeben algoritmi,
mutta toisaalta ei-tdhtimaéisilla alueilla algoritmi suurella todennékoi-
syydelld hajaantuu. Se kuuluu seuraavasti:

e Haetaan origoa ldhinna oleva piste z,, kuten Koeben algorit-
minkin tapauksessa. Rotatoidaan jonoa laskemalla

jolloin kyseinen minimipiste saadaan positiiviselle reaaliakse-
lille.
e Lasketaan residy a = (z,, — 1)?/2 ja suoritetaan Joukowskin
a

(21) = (2x) — (zk)——l

e Varmistetaan tilanne tarkastamalla, jos jokin piste olisi ku-
vautunut yksikkokiekon reunan ulkopuolelle. Tall6in voi viel&
yrittad skaalata, mutta hajaantumisriski on korkea.

Taméan muunnoksen ideana on, sen lisdksi, ettd se siirtdé pisteen 2z,
pisteeseen (z,,+1)/2 (puolta lahemmaksi yksikkokiekon reunaa), yleen-
sdkin alentaa konformista tiheyttd pisteen 1 ympéristossd, ks. kaavaa
(1.8.2). Toisaalta konforminen tiheys kasvaa pisteitd 1 + i,/a ldhestyt-
téessa ja lisdksi Joukowskin muunnoksen konforminen tiheys "kaukana”

3Konveksikuori voidaan konstruoida mielivaltaisesta pistejoukosta O(nlnn)-
algoritmilla. Erds tapa on jirjestdd pisteet kulman tai jonkun koordinaattiakselin
mukaan ja sen jilkeen tarkastella jonoa piste pisteeltd tyontdmalld piste kerrallaan
pinoon ja poistamalla pinosta konveksikuorelle kuulumattomiksi havaitut pisteet.
Asiasta enemmén |[CLRS, 35.3].
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Kuva 3.4. Kolmionmuotoisen alueen muuntuminen eri
oskulaatioalgoritmeissa. Ylimpéané punaisella alkuperéi-
nen alue, sen alla sinisen sévyilla tulos Koeben algorit-
mista kun on ajettu 1 (vas.) tai 10 askelta (oik.). Alla vih-
redn sivyilld vastaavat tulokset Joukowskin muunnoksen
algoritmista.

navasta ja derivaatan nollakohdista ldhestyy asymptoottisesti vakiota,
ks. kaavaa (1.8.3). On siis ymmaérrettava, ettd tdmé kuvaus kohdis-
tuu nimenomaan minimipisteen ldheiseen reunanpétkian lahentden si-
téd yksikkokiekon reunaa kohden. Ks. kuvaa(3.4] josta kdy ilmi keskeisin
Koeben algoritmin ja Joukowskin muunnoksen algoritmin valinen ero:
ensinmainittu, vaikka onkin varmempi ja stabiilimpi, lisda terdvien si-
sikulmien méarasd, mikd myohemmin heikentédd tarkkuutta, sen sijaan
jalkimmaéinen pyrkii heti ldhestymééan kohdealueen eli yksikkdkiekon
kaarevuusominaisuuksia.



Osa 2

Konformikuvausten
tietokonenumeriikkaa



Yleista

Tamén osan tarkoituksena on hyodyntéaéd aiemmin esiteltyja perus-
tietoja ja konformikuvausmenetelmid numeerisesti. Ensiksi esitellaan
testiohjelmapaketti kiyttoohjeineen, minka jalkeen kirjoittajan itse laa-
tima testidata (yleistettyja nelikulmioita) ja niiden numeerisesti lasket-
tuja konformisia moduleita eri algoritmeilla iteraatiokierrosmédria ja
approksimaatiopistetiheyksié vaihdellen. Mikéli joistakin nelikulmiois-
ta on symmetriasyistd etukiteen modulin arvo tiedossa, se mainitaan.



LUKU 4

Testiohjelmapaketin 'mnconfpack’ esittely

Tamé paketti koostuu useista konformikuvausten laadinta- ja tes-
tiohjelmista. Téssé esitellddn eri toiminnot ja niiden rajapinnat siten,
ettd eri testit olisivat lukijan helposti ymmarrettavissa ja toistetta-
vissa. MATLAB/Octave-koodit on testattu seki MATLAB:in versiolla
7.3, ettd Octaven versiolla 2.1. Lisdtietoa MATLAB:ista, ks. [MAT] ja
Octavesta, ks. [OCT)].

4.1. Cauchyn integraalikaava

w=cauchy(z,zdata,wdatal,n])

Téamén funktion tarkoituksena on laskea (konformi)kuvauksen w(z)
arvo kompleksiluvusta tai kompleksisesta vektorista z, missa zdata on
kutakin pistettd z kiertavin Jordan-kdyran v approksimaatio ja wdata
kiyran v kuva w(y).

n on valinnainen parametri, joka on oletusarvoisesti 0. Jos sille an-
netaan nollasta poikkeava arvo, se laskee pisteeseen z kehitetyn w(z):m
Laurént-sarjan n. kertoimen.

Lasku suoritetaan soveltamalla trapetsikaavaa integraaliin

o [

" 2ir (¢ — 2t

jolloin siis

w(() = Z en(C —2)",
ja
w(z) = co.

4.2. Yksikkokiekko ja monikulmio

w=udisk(n)
w=polygon(v[,n])
w=eqpolygon(v[,n])

Ensinmainittu konstruoi yksikkokiekon n-pisteisen approksimaation,
jalkimméinen taas monikulmion approksimaation, jossa vektorissa v
on ilmaistu kirkipisteet ja n on valinnainen parametri, oletusarvoisesti

65
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100, ja ilmaisee kullakin sivulla olevien approksimaatiopisteiden luku-
madran. Jalkimmaéinen taas sijoittaa pisteet tasavélein ja n ilmaisee
yksikkod kohden olevien pisteiden lukumaéran.

4.3. Minimi- ja maksimipiste

k=minpoint (z)
k=maxpoint (z)

Ensinmainittu palauttaa vektorin z origosta ndhden ldhimmén pis-
teen indeksin, jalkimmaéisend mainittu origosta ndhden kauimman pis-
teen indeksin.

4.4. Pistejoukon pakottaminen yksikkokiekon reunalle

w=force_to_udisk(z)

Pakottaa vektorin z sisdltamat pisteet yksikkokiekon reunalle ku-
vauksella

Voidaan kiyttad tilanteissa, joissa yksikkokiekon sisédpuolinen Cauchy-
integraali muuten vahingossa sulkisi sisdan kuvapisteita.

4.5. Holomorfinen neliéjuuri

w=holsqrt(z[,k])

Ottaa Jordan-kdyraa v = 0€) approksimoivasta pistejoukosta z ho-
lomorfisen neliGjuuren. Kokonaisluku k on valinnainen parametri, ole-
tusarvoisesti 1, joka ilmaisee, monennestako vektorin z pisteesta z (k)
holomorfisen neliGjuuren otto aloitetaan. Pisteen z (k+1) nelijuuri ote-
taan aina alempaan puolitasoon —H " ja sité seuraavat neliGjuuret sii-
hen neliGjuuren haaraan, joka oli edellisen pisteen nelidjuurta lahinna.

4.6. Holomorfinen logaritmi

w=hololog(z[,k])

Ottaa Jordan-kiyrad v = 02 approksimoivasta pistejoukosta z ho-
lomorfisen logaritmin. Kokonaisluku k on valinnainen parametri, ole-
tusarvoisesti 1, joka ilmaisee, monennestako vektorin z pisteesta z (k)

IT4mé sinénsé erityislaatuinen valinta tehdéén siksi, etté se mahdollistaa Koe-
ben algoritmissa holomorfisen neligjuuren ottamisen jélkeisen Cauchy-integroinnin
valttdmisen origon kuvapisteen 16ytamiseksi.
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holomorfisen logaritmin otto aloitetaan. Pistettd z(k) ei kuvata lain-
kaan (koska se useissa sovelluksissa on téssé tilanteessa 0), pisteen
z(k+1) logaritmi otetaan padhaaralta

Jm(Ln (2)) € (—m, 7

ja sitd seuraavien pisteiden logaritmit siltd haaralta, joka oli edellisen
pisteen logaritmia lahinna. Ks. kappaletta[1.5.

4.7. Teravin ulkokulma

[k,n]=outerangle(z)

Madrittdaa pistejoukolla z approksimoidun Jordan-kidyran v = OS2
teravimmén ulospéin avautuvan kulman indeksin k ja eksponentin n,
jolla sen saisi oikaistua kuvauksessa

Q —exp(nlnh (Q)), ne(l/2,1).

Inh on kappaleessa [1.5 méaritelty ja kohdassa 4.6/ toteutettu holomor-
finen logaritmi.

4.8. Teravin sisakulma

[k,n]=innerangle(z) [k,n]=innerangle2(z) Kuten kohdassa
mutta késittelee sisddnpéain avautuvia kulmia. Téallaiset kuvaukset ovat
mielekkéitd vain suoritettuna konveksien alueiden tai epékonveksien
alueiden konveksikuorten oskulaatioihin (muussa tapauksessa Rieman-
nin pinnat voivat menné péaallekkéin eiké konformikuvausta saavuteta).
Tasté syysta funktiosta on esitelty myos toinen versio innerangle2, jo-
ka etukéteen huomioi sen, ettd teravinta kulmaa haetaan vain konvek-
sikuorelta.

4.9. Mobius-kuvaukset

w=mobius_from_to_points(z,z0,z1,zinf,w0,wl,winf)

Laskee pistejoukolle z sellaisen M6bius-kuvauksen, joka kuvaa pis-
teet 2g, 21 ja 2 pisteille wp, wy ja we,. Pisteiden nimitykset tulevat sii-
té, ettd kuvaus suoritetaan kahdessa osassa apurutiinien mobius_from_points.m
ja mobius_to_points.m avulla.

4.10. Modulaarinen s

s=modular_s(z,zll,zlr,zur,zul)

Laskee kiekolle tai puolitasolle perustuvan yleistetyn nelikulmion
niinsanotun modulaarisen s:n. z on kyseisen ympyréan tai suoran ap-
proksimaatio, z11, z1lr, zur ja zul nelikulmion vasemman alakulman,
oikean alakulman, oikean yldkulman ja vasemman yldkulman alkuku-
vien indeksit, tissa jarjestyksessa.
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Modulaarinen s mééritellddn (tdssd) kaksoissuhteen reaaliosaksi

s — Re ((zzlr - Zzul)(zzur - Zzll)) :

(Zzlv" - Zzll)(zzur - Zzul)
ks. lausetta 2.6.3. Reaaliosa otetaan siksi, ettd jos z ei ollut kovin tark-
ka suoran tai ympyrdn approksimaatio, kaksoissuhteeseen tulisi mu-
kaan imaginaarista komponenttia ja se vaikeuttaisi vastaavasti erdiden
muiden johtopaétosten tekemista taydellisista elliptisistd integraaleis-
ta.

4.11. Nelikulmion moduli

m=qm(z,z11,zlr,zur,zul)

Laskee kohdassa [4.10] maéritellyn yleistetyn nelikulmion modulin
modulaarisesta s:sta kaavalla

-5

4.12. Koeben algoritmi

Ks. lausetta [2.6.3]

w=koebe(z,n)

Ajaa n kertaa kappaleessa (3.4 esiteltyd Koeben algoritmia (osku-
laatioaskelta) origoa kiertévaa Jordan-kiyraéd v = 02 approksimoival-
le pistejoukolle z. Mitd suurempi askelten lukumaara, sitd lahempéna
pitéisi lopputuloksessa w olevien pisteiden olla yksikkokiekon reunaa.

Huomautus. Tama pistejoukko w voidaan kuvauksen tarkkuuden
madrittdmiseksi ajaa kohtien [4.10 tai [4.11 mukaisten ohjelmien lapi,
jotta saatua modulaarista s:44 tai nelikulmion modulia voitaisiin ver-
rata teoreettisiin arvoihin, kirjallisuusarvoihin tai muilla numeerisilla
menetelmilld saatuihin arvoihin. Vastaavasti voidaan saatua konformi-
kuvauksen arviota yrittdéa soveltaa suorassa tai kddnteisessé suunnassa
alueen € sisépisteisiin tai kehittdd polynomiapproksimaatioita hyodyn-
tden kohdan [4.1 mukaista ohjelmaa.

4.13. Joukowskin muunnoksen algoritmi

w=josc(z,n)

Kuten kohdan [4.12 mukainen ohjelma, mutta kidyttdd Koeben os-
kulaatioaskeleen sijaan kappaleessal3.7 esiteltyd Joukowskin muunnok-
seen perustuvaa epastabiilia oskulaatioaskelta. Saattaa hajaantua ei-
konvekseilla syotejoukoilla. Hajaantuu tai toimii numeerisesti vaarin
ei-tahtimaisilla syotejoukoilla.

Kohdan [4.12 mukainen huomautus on voimassa.
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4.14. Teravan ulkokulman algoritmi

w=angleosc(z[,n])

Kuten kohdan 4.12/mukainen ohjelma, mutta kayttdaa Koeben osku-
laatioaskeleen sijaan kappaleessa 3.5 esiteltyd terdvan ulkokulman al-
goritmia kriittisen pisteen etsintdén. Murtopotenssin sijasta kuitenkin
suoritetaan tavalliseen tapaan neliojuuri, koska tama helpottaa origon
kuvautumispaikan kéasittelya. Kierroslukumaéré on valinnainen, koska
tamaé algoritmi katkaistaan joka tapauksessa, jos ei endd 10ydy sellaista
ulospéin avautuvaa kulmaa, jonka suuruus olisi alle 157 /16.

Tama algoritmi ei kuvaa Jordan-alueita yksikkokiekoksi eikd ylem-
méksi puolitasoksi, vaan pyrkii ainoastaan vihentadméan tahtimaisyyt-
té rikkovia kohtia ja toimii “esitehtévind” kohtien [4.12 ja 4.13| mukais-
ten ohjelmien soveltamisille.

4.15. Teravin sisdkulman algoritmi

w=convex_angleosc(z[,n])

Kuten nimikin sanoo, téatéa suositellaan vain konvekseille monikul-
mioille tai monikulmioiden konveksikuorille. Muuten sama kuin edel-
lisen kohdan 4.14, mutta késittelee sisddnpéin avautuvia kulmia ja
kiyttdd sopivaa (murto)potenssia kulman oikaisuun. Soveltuu esiteh-
tavaksi geodeesiselle algoritmille ja muille vetoketjualgoritmeille kuten
slit /zipper-algoritmeille, koska télla saadaan kiyrdn reuna sileimméak-
si.

4.16. Geodeesinen algoritmi
w=geodesic(z[,k])

Ajaa geodeesisen algoritmin (ks. kappaletta [3.2) origoa kiertavaa
Jordan kiyrdd v = 0f) approksimoivalle pistejoukolle z. Mikéli va-
linnainen parametri k on annettu, suoritetaan geodeesista algoritmia
vain k viimeiselle pisteelle. Mikéli geodeesinen algoritmi ajettiin lop-
puun asti, on w hyperbolisesti monotoninen > reaalilukujono. Kohdan
4.12/ mukainen huomautus on voimassa.

4.17. Harmoninen mitta
w=meas_udisk(z)

Konstruoi yhdesti yhtenaisen alueen reunan harmonisen mitan ti-
heysfunktion.

2T#ssi tapauksessa kasvava, sillid poikkeuksella ettd positiivisen déreténpisteen
saa ohittaa ja tulla "ympaéari” negatiivista reaaliakselia pitkin.
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Téata varten oletetaan, ettd z on numeerisesta konformikuvaukses-
ta saatu approksimaatio yksikkokiekon reunalle, jolloin tdhén kuulu-
vien pisteiden kuuluisi olla sellaisessa jarjestyksessa, ettd suuntakul-
ma kasvaa. Otetaan jonosta z logaritmin imaginaariosa ja lasketaan
asianmukaiset differenssit pr.1 — ¢k, huomioiden myos Riemannin pin-
nan rajan negatiivisen reaaliakselin kohdalla. Tamaé ei ole varsinainen
konformikuvausalgoritmi, mutta sen avulla voidaan tutkia eri konfor-
mikuvausmenetelmien kasautumisilmicta ja luotettavuutta tarkemmin
kuin konformisesta (nelikulmion) modulista ja tehda padtoksia vaikka-
pa uusinta-ajoissa kaytettavisté esiratkaisijoista.
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Testidata ja testit

5.1. Nelikulmiot ja niiden modulit

Suorakaide. Kuvassa/5.1/on mittasuhteiltaan 3 : 2 oleva suorakai-
de, jonka nelikulmion moduli M on maéaritelmén mukaan 1.5, mikali
luonnolliset kulmat katsotaan sen yleistetyiksi kulmiksi (vasemmalla),
symmetriasyista taas 1, mikali yleistetyiksi kulmiksi katsottaisiinkin si-
vujen keskipisteet (oikealla).

Seuraavassa on taulukoitu Koeben algoritmin antamia testitulok-
sia vasemmanpuolisessa tapauksessa, jos kyseisen suorakaiteen reunaa
olisi approksimoitu 10000 pisteelld ja iteraatiokierroksia olisi tehty n
kappaletta:

KuvA 5.1. Suorakaide, jota késitelladn yleistettynéd ne-
likulmiona, alkukuvan pystysivut lihavoitu. Teoreettinen
nelikulmion modulin M arvo vasemmanpuoleiselle suo-
rakaiteelle on 1.5 (suoraan mééritelmasté) ja oikeanpuo-
leiselle 1 (symmetriasta).
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n M virhe
10 | 1.381212 | 1.187884¢-01
20 |1.444804 | 5.519613e-02
30 | 1.456069 | 4.393092e-02
50 | 1.475151 | 2.484888e-02
100 | 1.491112 | 8.887885e-03
200 | 1.494327 | 5.672523e-03
300 | 1.496473 | 3.526510e-03
500 | 1.497137 | 2.862510e-03
1000 | 1.499258 | 7.415735e-04
2000 | 1.499034 | 9.657386e-04

Testi on toteutettu seuraavalla tavalla hyodyntaen testiohjelmapa-
kettia mnconfpack (ks. lukua [4):

1;

fop=fopen(’test_pl_koebe.dat’,’w’);
pl=polygon([0,4,4+61,61],2500); % 10000 reunapistettd
pl=p1-(2+3i);

fprintf (fop, >\\begin{center}\n’);
fprintf (fop, >\\begin{tabular}{clclc}\n’);
fprintf (fop,’$n$ & $M$ & virhe \\\\\n’);
fprintf (fop,’\\hline\n’);
prev_k=0;
pp=pi;
for k=[10,20,30,50,100,200,300,500,1000,2000]
pp=koebe (pp,k-prev_k) ;
M=qm(pp,1,2501,5001,7501) ;
fprintf (fop,’%5d & %8.6f & %e’,k,M,abs(1.5-M));
if k<2000
fprintf (fop,’ \\\\’);
end
fprintf (fop,’\n’);
prev_k=k;
end
fprintf (fop, ’\\end{tabular}\n’);
fprintf (fop, ’\\end{center}\n’);
fclose(fop);

Muut testit on toteutettu vastaavanlaisella tavalla, mutta niiden oh-
jelmakoodia ei ole erikseen lueteltu. Ne ovat nahtévilla taméan tyon
lahdekoodiliitteesta kohdasta[7.1.

Ja seuraavassa JOSC-algoritmin (ks. kappaletta[3.7 ja kohtaa|4.13)

antamia testituloksia, jos nytkin reunapisteitd on 10000:
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n

M

virhe

10
20
30
20
100
200
300
500
1000
2000

1.434613
1.463127
1.514375
1.499644
1.498201
1.499551
1.498926
1.499011
1.500172
1.499868

6.538748e-02
3.687275e-02
1.437543e-02
3.559401e-04
1.799391e-03
4.489485e-04
1.074119e-03
9.893676e-04
1.721149e-04
1.322269e-04
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Seuraavassa Koeben algoritmin antamia testituloksia oikeanpuoli-
sessa tapauksessa (alkukulmat sivujen keskelld, moduli symmetriasyis-

ta 1):
n

M

virhe

10
20
30
50
100
200
300
200
1000
2000

ja vastaavat tulokset Joukowskin

n

0.997766
0.992416
0.993002
1.000205
0.999510
1.000875
1.000835
1.000437
1.000082
0.999830

M

2.234377e-03
7.584433e-03
6.997629e-03
2.046852¢-04
4.903800e-04
8.753031e-04
8.349001e-04
4.365000e-04
8.190203e-05
1.697734e-04

muunnoksen algoritmista:

virhe

10
20
30
20
100
200
300
500
1000
2000

1.005152
1.002355
1.000169
1.003023
0.999528
1.000359
0.998717
1.000274
0.999984
1.000017

5.151793e-03
2.354802¢-03
1.694345e-04
3.022562e-03
4.721167e-04
3.593540e-04
1.282789¢-03
2.737091e-04
1.576244e-05
1.701430e-05

Johtopéatos: ilmeisesti konveksisuuden vuoksi Joukowskin muunnok-
sen algoritmi on téssé tapauksessa numeerisesti tehokkaampi kuin Koe-
ben algoritmi. Molemmilla algoritmeilla saavutetaan varsin lyhyelld
kierrosmadralld numeerisesti tyydyttiavi suuruusluokan 10~ tarkkuus.
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Kuva 5.2. Bowmanin nelikulmio yleistettynd nelikul-
miona, joka kuvataan konformisesti kanoniseksi suorakai-
teeksi, alkukuvan pystysivut lihavoitu. Artikkelin [HVV]
mukana olleen ”"qm4hvv.nb"-paketin antama modulin M
arvo 20 desimaalilla on 1.27926 15711 71006 46619.

Bowmanin nelikulmio. Kuvassa on Bowmanin nelikulmio
[Bow|, jonka kirkipisteet sijaitsevat pisteissa 2i, 0, 1 ja 1 + 2. Seu-
raavassa on arvioitu nelikulmion modulia 10000 reunapisteen ja n ite-
raatiokierroksen avulla Joukowskin muunnoksen algoritmilla:

n M virhe

10 | 1.248889 | 3.037261e-02

20 | 1.304614 | 2.535280e-02

30 | 1.272088 | 7.173902¢-03

50 | 1.292546 | 1.328486e-02
100 | 1.271854 | 7.407878e-03
200 | 1.282091 | 2.829602¢-03
300 | 1.279508 | 2.468303e-04
500 | 1.279578 | 3.159913e-04
1000 | 1.279348 | 8.685895e-05
2000 | 1.279439 | 1.771670e-04

Kuten suorakaiteenkin tapauksessa, saavutetaan verraten vahalla kier-
rosméirilld tyydyttiavi suuruusluokan 107* tarkkuus.

Kuvassa 5.3 on tulostettuna Bowmanin nelikulmion modulin vir-
heen kehitys logaritmisella asteikolla. Kéayrastd voidaan péitella kar-
keasti, ettd virheen suuruus olisi kidantden verrannollinen kierrosluku-
maaraan

In(e) = —In(n)—1

1
5.1.1 - —
(5.1.1) e =
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Kuva 5.3. Bowmanin nelikulmion modulin virheen
luonnollisen logaritmin kehitys kierrosmaaran luonnolli-
sen logaritmin suhteen. Havaitaan, ettd virheen suuruus
on likipitdin kddntden verrannollinen iteraatiokierrosten
lukuméaraén kaavan

mukaan. Ks. (5.1.1).

mutta tdhén tulokseen on suhtauduttava varauksella ensinnékin, koska
virhekéyra jonkin verran heittelehtii, toiseksi, koska reunakdyran ap-
proksimaatiotarkkuus asettaa tarkkuudelle yldrajan.

Kuvissa 5.4 ja 5.5/ on ratkaistu ELMER-elementtimenetelméohjel-
malla 200 kolmion tiheydella alasivua kohden, sellaiset potentiaaliken-
tét, jotka konformikuvauksessa vastaisivat analyyttisen funktion reaa-
liosaa. Ensinmainittu tuotti nelikulmion modulin (kapasitanssin) ar-
voksi
1.2795541337028018 ja jalkimmaisend mainittu 0.78187756957443155,
jonka kaanteisluku on 1.27897261529614. Voidaan siis paatelld, ettd
néamé arvot poikkeavat [HVV|]-artikkelin mukana tulleen paketin las-
kemasta teoreettisesta arvosta noin 3 - 10~ verran molempiin suun-
tiin. Jos sen sijaan otetaan néiden aritmeettinen keskiarvo, saadaan
1.27926337449947, jonka virhe on enii noin 2 - 10~% suuruusluokkaa ja
ottamalla nédiden geometrinen keskiarvo, saadaan 1.27926334145666,
jonka virhe on niinikéiin noin 2 - 10~% suuruusluokkaa ja samaan suun-
taan kuin edellisenkin virhe.
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[

KuvAa 5.4. Bowmanin nelikulmion potentiaali eli holo-
morfisen funktion reaaliosa ELMER:illa ratkaistuna.

-

KuvAa 5.5. Bowmanin nelikulmion potentiaali toisessa
suunnassa eli holomorfisen funktion imaginaariosa (neli-
kulmion modulilla skaalattuna) ELMER:illa ratkaistuna.

Verrattaessa Joukowskin muunnoksen oskulaatioalgoritmia element-
timenetelméaan, jalkimmaisen haittapuolena on suuremmasta tarkkuu-
desta huolimatta pidempi ajoaika, erityisesti jos menetelmé automa-
tisoitaisiin ja jokaista nelikulmiota varten jouduttaisiin myos ristikko
(engl. mesh) generoimaan erikseen. Useimpia fysikaalisia sovelluksia
varten Joukowskin muunnoksen algoritmin antama tarkkuus lienee riit-
tava.
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KuvA 5.6. Bowmanin ja Gaierin nelikulmio, alkukuvan
pystysivut lihavoitu. “qm4hvv.nb™-paketin [HVV]| an-
tama nelikulmion modulin M arvo 20 desimaalilla on
0.82969 62561 53283 84672.

Bowmanin ja Gaierin nelikulmio. Seuraavassa on laskettu ku-
van [5.6 mukaisen nelikulmion modulia Joukowskin muunnoksen algo-
ritmilla ja 10000 reunapisteella:

n M virhe
10 | 0.846957 | 1.726054e-02
20 | 0.841111 | 1.141470e-02
30 | 0.814382 | 1.531428e-02
50 |0.841977 | 1.228063e-02
100 | 0.831272 | 1.575988e-03
200 | 0.831001 | 1.304515e-03
300 | 0.828650 | 1.046591e-03
500 | 0.829369 | 3.277164e-04
1000 | 0.829981 | 2.847677e-04
2000 | 0.829652 | 4.424947¢e-05
Vastaavasti on kuvissal5.7/jal5.8 ratkaistu potentiaalifunktiot ELMER:il-
1a. T&lloin, kun ottaa saaduista nelikulmion moduleista eli kapasitans-
seista aritmeettisen keskiarvon, saadaan 0.82969675, minka virhe on
noin 1.3 - 1077,

Tarkkuuden osalta voidaan tehdd samat johtopaétokset kuin edel-

lisesséikin kohdassa.
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Kuva 5.7. Bowmanin ja Gaierin nelikulmion potentiaali
eli holomorfisen funktion reaaliosa ELMER:ill4 ratkais-
tuna.

Kuva 5.8. Bowmanin ja Gaierin nelikulmion potentiaali
toisessa suunnassa eli holomorfisen funktion imaginaario-
sa (nelikulmion modulilla skaalattuna) ELMER:illa rat-

kaistuna.

Symmetrinen monikulmio. Seuraavassa on laskettu kuvan (5.9
mukaisen nelikulmion modulia Joukowskin muunnoksen algoritmilla ja
10000 reunapisteella:
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KuvA 5.9. Symmetrinen monikulmio, alkukuvan pysty-
sivut lihavoitu. Symmetriasyisté nelikulmion modulin M

arvo on 1.

n M virhe

10 ] 0.970542 | 2.945830e-02
20 | 0.994953 | 5.046566e-03
30 10.999380 | 6.196934e-04
50 | 0.999966 | 3.373009e-05
100 | 0.999727 | 2.725184e-04
200 | 0.999906 | 9.434202e-05
300 | 0.999910 | 9.038472¢-05
500 |0.999942 | 5.777440e-05
1000 | 1.000020 | 2.000907e-05
2000 | 1.000000 | 1.097747e-07
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Kuva 5.10. Symmetrinen monikulmio, potentiaalifunk-
tio laskettu ELMER:illa pystysuunnassa.

KuvaA 5.11. Gaierin L kolmena versiona, alkukuvan pys-
tysivut lihavoitu. Gaierin artikkelissaan [Gai| antamat
teoreettiset nelikulmion modulin M arvot ovat (tdssé jar-

jestyksessa) 0.577350, 1.279262 ja 0.585080.

Gaierin L. Seuraavassa on laskettu kuvan [5.11] mukaisten neli-
kulmioiden modulia (tdssé jarjestyksessd) JOSC-algoritmilla ja 12000

reunapisteella:
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n M virhe n M virhe
10 | 0.637557 | 6.020668e-02 10 | 1.050817 | 2.284446e-01
20 | 0.605701 | 2.835071e-02 20 | 1.273271 | 5.990611e-03
30 | 0.596978 | 1.962796e-02 30 | 1.285887 | 6.624703e-03
50 | 0.582123 | 4.772882e-03 50 | 1.284498 | 5.235767e-03
100 | 0.580784 | 3.433674e-03 100 | 1.281594 | 2.331972¢-03
200 | 0.579260 | 1.910381e-03 200 | 1.278969 | 2.933866e-04
300 | 0.574683 | 2.667345e-03 300 | 1.281017 | 1.754752¢-03
500 | 0.577034 | 3.162425e-04 500 | 1.280178 | 9.156109e-04
1000 | 0.577343 | 7.203919e-06 1000 | 1.279597 | 3.353118e-04
2000 | 0.577492 | 1.423810e-04 2000 | 1.279372 | 1.098285e-04

n M virhe

10 ] 0.643674 | 5.859372e-02

20 ] 0.604525 | 1.944532¢-02

30 |0.591141 | 6.061326e-03

50 | 0.579897 | 5.182882e-03

100 | 0.587277 | 2.197299¢-03

200 | 0.583516 | 1.564355¢-03

300 | 0.589043 | 3.963245e-03

500 | 0.586026 | 9.455901e-04

1000 | 0.584785 | 2.954891e-04

2000 | 0.585287 | 2.067361e-04

Laskettaessa modulia ja potentiaalikenttda elementtimenetelmélla
ELMER-ohjelmistolla kidyttden sellaista kolmiointia, jossa yhta pitkaa
sivua kohden on 200 kolmion sivua, saadaan ensinmainitulle moni-
kulmiolle nelikulmion modulin arvioksi 0.577439, jonka virhe on noin
9-107°. Kuvassa|5.12 on esitetty vastaava potentiaalikentti, jossa siis
vasemmalla sivustalla potentiaali on 0 ja oikealla sivustalla 1. Mikali
télle potentiaalikentélle haettaisiin Dirichlét’n integraalikaavan (1.2.6)
nojalla harmoninen konjugaatti, muodostaisivat namé yhdessé sellaisen
holomorfisen funktion, joka olisi konformikuvaus taltd "Gaierin L:1ta”
kanoniselle suorakaiteelle S(0.577439).

Toisaalta on mahdollista vaihtaa alkupystysivut ja alkuvaakasivut
keskendéan ja soveltaa elementtimenetelméd tdhan. Nyt saadaan ne-
likulmion modulin arvoksi 1.732313, jonka kéénteisluku on 0.577263,
jossa siis virheens Gaierin viitearvoon nihden on taas noin 9 - 1072,
joskin toiseen suuntaan. Aritmeettisen tai geometrisen keskiarvon ot-
taminen néistd saavuttaa saman tarkkuuden kuin alkuperédinen Gaierin
tutkimuskin.

Jos sen sijaan tutkitaan kuvan [5.11 keskimmaéisen monikulmion
mukaista tapausta samaan tapaan, saadaan keskiarvoistamalla neli-
kulmion modulin approksimaatioksi 1.27712377091911, minka virhe on
Gaierin tutkimuksiin verrattuna yli 21073 ja erittdin huono verrattu-
na myos Joukowskin muunnoksen menetelmén antamiin arvoihin ver-
rattuna. Ongelma liittynee terdvassd ulospdin avautuvassa kulmassa
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KuvAa 5.12. Gaierin L-monikulmion potentiaalikentté
eli holomorfisen funktion reaaliosa ELMER:illa ratkais-
tuna. Jos tama tulkittaisiin kondensaattoriksi, niin va-
sen ja oikea laita olisivat kondensaattorilevyt, muut si-
vut eristeitd ja nelikulmion moduli sama asia kuin kon-
densaattorin kapasitanssi.

esiintyvaan singulariteettiin. Kaytannosséd elementtimenetelmén tulos-
ta voitaisiin yrittdd parantaa soveltamalla ensin yhté askelta Grassma-
nin algoritmia (terdvén ulospéin avautuvan kulman oikaiseminen, ks.
kappaletta [3.5]) esiratkaisijana.
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Kuva 5.13. Gaierin L-monikulmion potentiaalikentté
toisessa suunnassa eli holomorfisen funktion imaginaario-
sa (nelikulmion modulilla kerrottuna) ELMER:illd rat-
kaistuna.

KuvA 5.14. Kuvan keskimmaéisen tapauksen mu-
kainen potentiaalikenttéd eli reaaliosa. Téma tapaus on
erityisen vaikea elementtimenetelmélle konformisen mo-
dulin laskemiseksi.

Minilabyrintti. Kuvan [5.16 tilanne on sikili monimutkaisempi,
ettd JOSC:in suora soveltaminen hajaantuu. Lisdongelman tuo alueen
pitkulaisuus ja yksikkokiekolla olevien alkusivujen suhteiden verrannol-
lisuus monikulmion [5.16 sivujen suhteiden eksponenttifunktioon.
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Kuva 5.15. Kuvan/5.11 keskimmaéisen tapauksen mukai-
nen potentiaalikenttd toisessa suunnassa eli imaginaario-
sa modulilla skaalattuna.

Kuva 5.16. Minilabyrintti. ELMER:illa saatu neli-
kulmion modulin approksimaatio on 0.06365, mut-
ta sen tarkkuutta ei voi sanoa ehdottoman varmas-
ti. Alkuperéisessd elementtimenetelmélaskussa alkuku-
van pysty- ja vaakasivut oli vaihdettu toisin péin ja mo-
duliksi saatiin 15.7114. Joukon kérkipisteet vasemmas-
ta alakulmasta vastapaiviaan kierrettyna ovat 0,5,5 +
51, 52,21,3 + 20,3 + 30,1 + 30,1 + 42,4 + 42,4 + 7 seka i.
Selvyyden vuoksi alkukulmapisteet on alleviivattu.

Ratkaistaan seuraavassa nelikulmion modulin approksimaatiota Koe-
ben algoritmilla kun reunapisteitd on 12000. Téssa laskussa pysty- ja
vaakasivut oli vaihdettu toisinpéin:
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Kuva 5.17. "Minilabyrintti” sen jédlkeen kun se on
ajettu  konveksikuoren sisékulmien oikaisurutiinin
convex_angleosc.m lapi.

n M virhe
10 | 3.394675 | 1.231672e+-01
20 | 3.808108 | 1.190329¢-+01
30 |4.085773 | 1.162563e+01
50 [4.270074 | 1.144133e+01
100 | 4.835152 | 1.087625e+01
200 | 5.265743 | 1.044566e+01
300 |5.392778 | 1.031862e-+01
500 | 5.824347 | 9.887053e+00
1000 | 6.290201 | 9.421199¢+00
2000 | 6.805594 | 8.905806e-+00
3000 | 7.152045 | 8.559355e+00
5000 | 7.717556 | 7.993844e-+00
10000 | 8.667916 | 7.043484e-+00

ja Koeben algoritmilla siten, etté esitehtdvina on ratkaistu konveksi-
kuoren sisdkulmien oikaiseminen murtopotensseilla, ks. kuvaa 5.17

n M virhe
10 | 3.733948 | 1.197745e+01
20 [4.102163 | 1.160924e+01
30 |4.308879 | 1.140252¢+01
50 |4.642522 | 1.106888e-+01
100 | 5.107972 | 1.060343e+01
200 | 5.514125 | 1.019728e+01
300 | 5.773587 | 9.937813e+00
500 | 6.025508 | 9.685892¢+00
1000 | 6.384282 | 9.327118e+00
2000 | 6.923458 | 8.787942e-+00
3000 | 7.261610 | 8.449790e+00
5000 | 7.745017 | 7.966383e-+00
10000 | 8.589288 | 7.122112e+00
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Kuva 5.18. "Minilabyrintti” sen jdlkeen kun se on
ajettu  konveksikuoren sisdkulmien oikaisurutiinin
convex_angleosc.m ldpi ja sen jalkeen ulkokulmien oi-
kaisurutiinin angleosc.m lépi. Tall6in on jo nahtévissa
sellaisia sisépisteité, jonka suhteen alue on tdhtiméinen.

ja Joukowskin muunnoksen algoritmilla siten, ettd ensin on ratkais-
tu esitehtavind konveksikuoren sisdkulmien oikaiseminen ja sen jalkeen
ulospéin avautuvien terévien kulmien oikaiseminen (péétyen téhtiméi-
seen alueeseen, ks. kuvaa [5.18), (téssikin pysty- ja vaakasivut oli vaih-
dettu toisinpéin):

n M virhe
10 | 5.707643 | 1.000376e+01
20 | 6.068069 | 9.643331e+00
30 |6.215426 | 9.495974e+00
50 |6.562161 | 9.149239¢+00
100 | 6.882109 | 8.829291e+00
200 | 7.152038 | 8.559362e+00
300 | 7.215770 | 8.495630e+00
500 | 7.477759 | 8.233641e+00
1000 | 7.753496 | 7.957904e+00
2000 | 8.111624 | 7.599776e+00
3000 | 8.408528 | 7.302872e+00
5000 | 8.824936 | 6.886464e+00
10000 | 9.553688 | 6.157712e+00

On siis huomattava, ettd mainitut kulmaoskulaatioalgoritmit olivat
valttaméattomia toimenpiteitd Joukowskin muunnoksen algoritmin sup-
penemiseksi millddn tavalla. Toisaalta, 10000 kierroksenkaan datasta
voidaan paatelld vasta, ettd tulos ldhestyy hitaasti oikeata modulin ar-
voa, joka on vahintddn 15, mutta ei ole vield oikeass-a suuruusluokassa.
Jotta modulia voitaisiin arvioida tarkemmin, pitaisi algoritmi ilmeises-
ti suorittaa useammassa eri konformikeskuksessa ja yhdistdéd saatuja
tuloksia.
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KuvAa 5.19. Bowmanin nelikulmio harmonisen mitan
mittaamista varten. Konforminen keskipiste on merkitty
kuvaan.

5.2. Harmonisen mitan konstruoiminen

Palataan kappaleeseen (1.9 ja sielld esitettyihin satunnaiskulkuihin
ja harmoniseen mittaan. Kuten kaavassa (1.9.5) osoitettiin, on satun-
naiskulkijan todennékoisyysfunktio osua tiettyyn reunapisteeseen har-
moninen ja vastaavasti koska harmoniset funktiot ovat konformi-invari-
antteja, niin harmoninen mitta on luettavissa alueen €2 yksikkokiekoksi
kuvatun konformikuvan reunapisteiden tiheyksistd. Tietysti on muis-
tettava skaalata x ja y-akselit niin, ettd asteikko xz-akselilla on valilla
[—7, ) ja y akselilla siten, ettd integraali (1.9.3)

|ty as

todellakin saa arvon 1.

Kuvissa [5.19 ja nain on tehty Bowmanin nelikulmiolle. Se on
ensiksi kuvattu yksikkokiekoksi Joukowskin muunnoksen algoritmilla

>> bowmanp=eqpolygon([0,1,1+i,2i]);

>> bowmanp=bowmanp-(.4+.81);

>> bowmanp_img=josc (bowmanp, 1000) ;

>> bowmanp_img=force_to_udisk(bowmanp_img) ;

>> c=cauchy (0, bowmanp, bowmanp_img) ;

>> bowmanp_img=(bowmanp_img-c)./(1-c’*bowmanp_img) ;

minka jalkeen yksikkokiekon reunalta on harmoninen mitta mitattu ja
skaalattu
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Kuva 5.20. Bowmanin nelikulmion harmonisen mitan
tiheysfunktio. Konforminen keskipiste sijaitsi kuten ku-

vassa 9.19.

>> bowmanp_meas=meas_udisk(bowmanp_img) ;
>> bowmanp_meas=bowmanp_meas*length (bowmanp_meas)/(4*pixpi);

Ylemmésséd kuvista on Bowmanin nelikulmion kuva, jossa konfor-
minen keskipiste (y merkitty. Téassa tapauksessa harmoninen mitta on
konstruoitu niin, ettd alemman kuvan laidat vastaavat vasemmalla al-
haalla olevaa nelikulmion kulmaa. Voidaan tehda seuraavat johtopaa-
tokset:

e Pisteesta (y 1ahtenyt satunnaiskulkija paatyisi suurimmalla to-
dennékoisyydelld nelikulmion vasemman sivustan keskiosille.
Intuitiivisesti jarkeenkédypéd, koska se on laakea alue ja ldhel-
14.

e Satunnaiskulkija padtyy kulmien ympdaristéon sitd suurem-
malla todennédkoisyydelld mitd tylpempi kulma on kyseessé.
Tama on intuitiivisesti varsin selvié, koska terdvad kulmaa l4-
hestyttéessa reuna ehtii absorboida satunnaiskulkijan suurem-
malla todennédkéisyydell.

e Itse kulmien kohdalla on niiden suuruudesta riippumatta to-
dennékoisyystiheyden alentuma. Téma ei ole intuitiivisesti niin-
kaan selvad, mutta pitdd kuitenkin yhta sen kanssa, ettd Bow-
manin nelikulmion Schwarzin ja Christoffelin kaavassa deri-
vaatta on muotoa

W (2) = (2 — 21) " Y2(2 — 2) V(2 — 23) V(2 — 24)
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4 ! ! ! ! ! ! !
-4 -3 -2-1 0 1 2 3 4

Kuva 5.21. Symmetrinen nelikulmio harmonisen mitan
mittaamista varten. Kuvaan merkitty molemmat kaytet-
tavat konformiset keskipisteet, origo 0 ja 1 — 2.

(parametriongelma jitetty auki) ja koska eksponentit olivat
negatiivisia, niin

VEk, lim w'(z) = oo

z— 2k

ja tésta johtuen vastaavasti

Vk, 2'(wy) = 0

pCo(‘tD) = 2;;_/(;2)0):0

Ks. kaavaa (1.9.6).

Tarkastellaan sitten kuvia 5.21, 5.22 seké [5.23, joissa harmoninen
mitta on konstruoitu kahden eri pisteen suhteen. Menetelméné on télla
kertaa kéytetty kahta iteraatiokierrosta Grassmanin terdvan ulkokul-
man algoritmia ennen Joukowskin muunnoksen algoritmia, jotta jal-
kimméinen menetelmé suppenisi paremmin. Keskimméisestd kuvasta
havaitaan, etté sisddnpéain avautuvat kulmat kayttaytyvat kuten edelli-
sessakin kohdassa - niiden ympéristdssa on vain pieni absorptiotoden-
nakoisyystiheys, sen sijaan ulospdin avautuvien kulmien kohdalla on
korkea piikki. Syy tdhén on jalleen Schwarzin ja Christoffelin integraa-
likaavan muodossa, kuten aiemminkin olemme néhneet, on

lim A(z — z,)Y? =0,

z— 2k
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Kuva 5.22. Symmetrisen nelikulmion harmonisen mi-
tan tiheysfunktio, kun konforminen keskipiste sijaitsi ori-

gossa.
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KuvA 5.23. Symmetrisen nelikulmion harmonisen mi-
tan tiheysfunktio, kun konforminen keskipiste sijaitsi pis-

teessd 1 — 1.
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missd A on muista Schwarzin-Christoffelin parametreista riippuva komp-
leksinen vakio ja néinollen derivaatalla z’(w) on téssd kohden déretto-
mén korkea piikki. Approksimaatiossa se on jaanyt darelliseksi.

Siirretdan sitten konformikeskusta pisteeseen 1 — ¢ ja siirrytdan
alempaan kuvaan, jossa on harmoninen mitta tdméan pisteen suhteen.
Nyt on néhtdvissd muuten samantapainen kuvio, mutta ldhempien
sivujen (oikealla alhaalla olevassa “lokerossa”’) kohdalla absorptioto-
dennékoisyydet ovat kasvaneet kun taas kauempana olevien sivujen
suhteen pienentyneet. Taméa antaa ymmartad, ettd monimutkaisten
kappaleiden konformikuvauksissa ja Schwarzin-Christoffelin paramet-
rien méarittdmisessa on syyté suorittaa oskulaatioalgoritmi, konformi-
nen taitos tms. menetelma useamman eri konformikeskuksen suhteen
ja konstruoida naita yhdistamalla parametrien approksimaatio. Téassa
tyossa tamaé sovellus sivuutetaan.

Vield on huomattava, ettei suoritettu konformikuvaus ole ollut ai-
van tarkka vaan kiyrassa on "perusmuodon” paalla noin 0.1 suuruista
"kohinaa”, etenkin niiden sivujen vastinkdyréan kohdalla, joissa absorp-
tiotodennéakoisyys oli suuri. Tamé antaa ymmartéaa, ettéd likimasaraista
konformikuvausalgoritmia saattaa voida parantaa siten, etta konstruoi-
dusta harmonisen mitan approksimaatiosta yrittaisi poistaa kohinaa.






LUKU 6

Johtopaatokset

6.1. Teoreettisesta tarkastelusta

Tyossa lapikiyty teoriaosuus on pitkélti standardia kompleksiana-
lyysia, joka kuitenkin oli syytéd kidyda lapi konformikuvausten teorian
pohjustuksena. Mobius-kuvauksia koskevassa osiossa on pyritty mah-
dollisimman tiiviiseen mainitun kuvausluokan ominaisuuksien esiintuo-
miseen, jotta myohemmissa todistuksissa riittéisi vain viittaus muuta-
miin aiempiin peruslauseisiin.

Joukowskin muunnoksen kasittelytapa on sikéli poikkeuksellinen,
ettd standarditeokset, kuten [SL, Kappaleet 3.2.2, 3.3.4] keskittyvat
enemman siipiprofiili- ja yksikkokiekko-kompleksitaso-tulkintoihin, jat-
tden huomiotta tarkedn ominaisuuden asymptoottisesta tasoittumises-
ta kohti lineaarikuvausta kauas mentaessa ja toisaalta siité, ettda Jou-
kowskin muunnos paikallisesti mahdollistaa konformisen tiheyden alen-
tamisen halutusta kohdasta.

Saatujen selvitysten mukaan merkittavin uusi tulos tassa tyossa on-
kin Joukowskin muunnoksen kiyttotapa konveksien Jordan-alueiden
oskulaatioalgoritmissa. Edelld mainitun Joukowskin muunnoksen &&-
rettomyydessa tasoittuvuusominaisuuden lisdksi merkitystd on ollut
my6s tiedolla, jonka mukaan Theodore Theodorsen on 1900-luvun al-
kupuolella kiayttanyt kyseistd muunnosta toisella tapaa ldhella yksik-
kokiekkoa olevien Jordan-alueiden kuvaamiseksi yksikkokiekoksi, ks.
[Theo].

6.2. Nelikulmion modulin mittaustuloksista

Laskennallisen nelikulmion modulin arvo verrattuna teoreettisesti
tunnettuun oikeaan arvoon on eréds kvantitatiivinen kriteeri konformi-
kuvauksen numeerisen laadun mittaamiseksi.

Nainollen nelikulmion modulia on laskettu suurimmassa osassa tes-
teja kuvaamalla ensin alkuperainen alue yksikkokiekoksi, suorittamalla
taltd Mobius-kuvaus siten, ettd kulmapisteet kuvautuvat standardipis-
teistoon {0, 1, s, 00} ja laskemalla tdmén jilkeen kahden 1. lajin ellip-
tisen integraalin suhde. Seuraavat havainnot ovat keskeisia:
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e Konvekseilla Jordan-alueilla, joiden nelikulmion moduli on 1
tai lahes 1, kaikki kiytetyt menetelmit, Koeben algoritmi, Jou-
kowskin muunnoksen algoritmi ja elementtimenetelma, toimi-
vat tehokkaasti. Esimerkkeiné téllaisista alueista ovat suora-
kaiteet ja ns. Bowmanin nelikulmio , ks. kuvaa [5.2. Toisaal-
ta konvekseille nelikulmioille tunnetaan tarkkojakin hypergeo-
metristen funktioiden avulla ilmaistavia nelikulmion modulin
kaavoja, ks. artikkelia [HVV].

e Joukowskin muunnoksen algoritmi saavuttaa muutamassa tu-
hannessa kierroksessa muutaman tuhannen pisteen reunan ap-
proksimaatiolla suhteellisesti hyvin suuruusluokan 10~* tark-
kuuden, Koeben algoritmi hieman tata hitaammin.

e Elementtimenetelméa antaa hyvan tarkkuuden, paitsi tilantees-
sa, jossa alkukuvassa on alkukulman kohdalla ulospéin aukea-
va kulma. Téllaisessa tapauksessa on suositeltavaa kiyttaa esi-
ratkaisijaa, esim. Grassmanin algoritmia.

e Pitkulaiset ja ei-konveksit alueet kuten minilabyrintti, ks. ku-
vaa [5.16, ovat hankalia kaikille konformikuvausalgoritmeille.
Vain elementtimenetelmalld ja silldkin pitkén laskutoimituk-
sen jialkeen onnistuttiin tédssd tyossd saamaan tyydyttiva ar-
vio nelikulmion modulin arvolle.

6.3. Harmonisen mitan mittaustuloksista

Harmoninen mitta on sinénsé yleisluontoisempi konformikuvausten
luonnehdintatapa kuin nelikulmion moduli, koska harmoninen mitta
pitad sisalladn tarkasti laskettuna téydellisen informaation siité, miten
tietty Jordan-alue on konformisesti kuvattavissa yksikkokiekolle. Vir-
hearvioihin harmoninen mitta kiy siten, etté sellaisista harmonisista
mitoista, joista esimerkiksi Schwarzin ja Christoffelin integraalikaavan
muodon takia tiedetdédn kiyran sileys joissakin kohdissa, mutta jois-
sa numeerisessa tuloksessa on kohinaa, voidaan kuviosta paétella vir-
hearvio, ks. kuvaa(5.21. Liséksi, ottaen huomioon satunnaiskulkijan ja
stokastisten prosessien tulkinnan, voidaan harmonisesta mitasta myos
tehda paitelmié tiettyjen pisteiden "saavutettavuudesta”, esimerkik-
si kuvan [5.21] mukainen piikki ldheisten ulospéin avautuvien kulmien
kohdalla antaa ymmértasa naiden olevan todennakoisimpié paikkoja va-
lokaaren osua, mikéli vastakkaisten sivujen valilla olisi runsas potenti-
aaliero eli jannite.

6.4. Sivuutettuja aihepiireja

Téssa tyossa on aiheen laajuuden vuoksi jouduttu sivuuttamaan
useita tunnettuja kompleksianalyysin tuloksia, joilla olisi sindnsé mer-
kitystd konformikuvausten kannalta. Esimerkkeind néista ovat reaalis-
ten ja kompleksisten harmonisten funktioiden teoria, erityisesti Poisso-
nin ytimen ja Poissonin integraalin hyvaksikaytto. Muita sivuutettuja
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aihepiirejd ovat paattymattomat tulot, esim. [Rud, Luku 15| tai reunan
pituuksien ja pinta-alojen minimointeja koskevat variaatioperiaatteet,
esim. |SL, Kappale 4.3]. Geodeesisen algoritmin osalta ei ole suoritettu
testejé ja viilto- ja vetoketjualgoritmeja ei ole toteutettu.

6.5. Jatkotutkimusaiheita ja avoimia kysymyksii

Tarkeimpané jatkotutkimusaiheena tdhan tyohon liittyen voisi mai-
nita Joukowskin muunnoksen algoritmin kehittdmisen ja tdsmaéllisen
matemaattisen teorian suppenemisehdoista, suppenemisnopeudesta ja
tarkkuudesta, laadinnan. Nyt esitetty versio valitsee painokertoimet
mekaanisesti pyrkien kriittisen (lahimmén) pisteen siirtdmiseksi puo-
leenviliin lahemmas yksikkokiekon reunaa, mutta avoin kysymys on,
milloin olisi tehokkaampaa siirtaé kyseista pistettd lahemmaksi tai kau-
emmaksi yksikkokiekon reunasta kuvauksessa kuin nyt on tehty. Voi-
daanko suorittaa etukdteen mittauksia tai haarukointeja, esimerkiksi
kokeilemalla eri painokertoimilla ja valita paras sen perusteella, mika
tuottaisi lahimpéané yksikkokiekon reunaa olevan uuden reunakéyran?
Voidaanko hyodyntad konveksikuorta epiakonvekseille alueille, esimer-
kiksi seuraavalla tavalla:

e Konstruoidaan konveksikuori.

e Valitaan sellainen konveksikuoren reunapiste z,;, joka olisi mah-
dollisimman kaukana mistddan kuvattavan alueen €2 (reuna-)pisteesta.

e Laaditaan Joukowskin muunnos sopivalla painokertoimella kon-
formisen tiheyden alentamiseksi reunalla olevista aukkopai-
koista?

Toisena jatkotutkimusaiheena voisi olla variaatioperiaatteiden yh-
distdminen oskulaatioalgoritmeihin, esimerkiksi niin, etté aloitettaisiin
alueen ) pistejoukolla approksimoidusta reunakayrasté ja tasavélisel-
1a pistejoukolla approksimoidusta yksikkokiekon reunasta, suoritettai-
siin Cauchyn integraaleja, taulukoitaisiin integraalin arvon kehittymis-
té pisteittain ja yritettiisiin paatelld, missé kohden konformisuus "eni-
ten” rikkoutuu. Eraéna mahdollisena kriteerind on muodostaa Laurént-
sarja ja tarkastella sarjan negatiivisia eksponentteja kasittavia termeja.
Mikali néilld on nollasta poikkeavia arvoja, kuvaus ei voi olla konfor-
minen, silla talloin sijaitsee origossa napa tai oleellinen erikoispiste. Jos
oskulaatioaskeleella saadaan ensisijaisesti téllaisen navan kertalukua tai
toissijaisesti residyé alennettua, voidaan uuden kuvauksen katsoa ole-
van “"lahempéana” konformikuvausta yksikkokiekoksi.
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Kolmantena jatkotutkimusaiheena voisi olla Schwarzin ja Christof-
felin kaavan parametriongelman likiméarainen ratkaiseminen suoritta-
malla oskulaatioalgoritmi useammalla konformisella keskuksella ja kon-
struoida néin saavutettujen likimaaraisten yksikkokiekkojen vélilla ole-
vat Mobius-kuvaukset. Voitaisiin esimerkiksi laskea yksikkokiekon au-
tomorfismeille "summakaava”

24 a+b
=— a4 bel0,1),
L+ 5a?
maédritelld tdméan avulla hyperbolisen tangentin yhteenlaskukaavaa muis-

tuttava "summa’”

©a(wp(2))

o @ +b
o= 1+ ab
ja télla tavoin kiyda tarkemmin lapi sellaisia konformikuvauksen yksi-
tyiskohtia, jotka muuten ovat kasautuneet liian pieneen tilaan ldhelle
reunaa.



Liitteet

7.1. MATLAB/Octave-ohjelmakoodit

mnconfpack-testiohjelmapaketti.

function w=angleosc(z,n)
% Mikko Nummelin, 2007

if nargin<2
n=1000;

end

W=z;

mpind=maxpoint (w) ;

if (abs (w(mpind))>=1)
w=w./(abs(w(mpind))+1E-10);

end

for k=1:n
[mpind,fold]=outerangle(w) ;
if fold>16/17;

return;
end
mp=w (mpind) ;
w=(w-mp) ./ (1-mp’*w) ;
w2=holsqrt (w,mpind) ;
oimgl=sqrt (-mp);
oimg2=cauchy (-mp,w,w2) ;
if abs(oimgl-oimg2)>abs(oimgl+oimg?2)
oimgl=-oimgl;

end
w=(w2-0imgl) ./ (1-oimgl’*w2) ;

end

end

function w=cauchy(z,zdata,wdata,n)
% Mikko Nummelin, 2007

if length(zdata) =length(wdata)
error(’zdata and wdata should have equal length.’);
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end
if nargin<4
n=0;
end
w=zeros(1,length(z));
for ki=1:length(z)
wdata2=wdata./(zdata-z(k1)) . (n+1);
w(k1)=0.0;
for k2=1:length(zdata)
if k2>1
dzdata=zdata(k2)-zdata(k2-1);
wval=(wdata2(k2)+wdata2(k2-1))/2;
else
dzdata=zdata(1)-zdata(length(zdata));
wval=(wdata2(1)+wdata2(length(wdata)))/2;
end
w(kl)=w(kl)+wval*dzdata;
end
w(k1)=w (k1) /(2%i*pi);
end
end

function w=convex_angleosc(z,n)
% Mikko Nummelin, 2007

if nargin<2
n=1000;
end
w=z;
mpind=maxpoint (w) ;
if (abs (w(mpind))>=1)
w=w./(abs(w(mpind))+1E-10);
end
for k=1:n
[mpind,fold]=innerangle2(w);
if fold<17/16;
return;
end
mp=w (mpind) ;
W=w-mp;
w=w. fold;
oimg=(-mp)~fold;
w=w-oimg;
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mpind=maxpoint (w) ;
if (abs(w(mpind))>=1)
w=w./(abs (w(mpind))+1E-10);
end
end
end

function w=eqpolygon(v,n)
% Mikko Nummelin, 2007

if nargin<2
n=100;
end
len=length(v);
w=[];
for k=1:1en
curr=v(k);
if k<length(v)
next=v(k+1);
else
next=v(1l);
end
m=abs (next-curr)*n;
for k2=0:m-1
w=[w, curr+(next-curr) *k2/m] ;
end
end
end

function w=force_to_udisk(z)
len=length(z);
for k=1:1len
w(k)=z(k)/abs(z(k));
end
end

function [w,rbl,rb2]=geodesic(z,k)
% Mikko Nummelin, 2007

len=length(z);
if nargin<2
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k=len;
end

w=z;
rbl=zeros(1,len);
rb2=zeros(1,len);
rb1(1)=NaN;
rb2(1)=NaN;
w(3:1len)=(z(3:1len)-z(2))./(z(3:1len)-z(1));
w(3:len)=i*sqrt(w(3:1len));
for k1=3:k
b2=abs (w(k1)*w (k1)) /imag(w(kl));
b2=b2*b2;
if real(w(k1l))~=0
b=abs (w(k1l))*abs(w(kl))/real (w(kl));
rb1(1:k1-1)=vautomorph(rbli(1:k1-1),b);
rb2(1:k1-1)=vautomorph(rb2(1:k1-1),b);
w(k1l:1len)=uautomorph(w(kl:1len),b);
end
rb1(1:k1-1)=rb1(1:k1-1) .*rb1(1:k1-1)+b2;
rb2(1:k1-1)=rb2(1:k1-1) .*rb2(1:k1-1)+b2;
w(kl:len)=w(kl:1len) .*w(kl:len)+b2;
rb1(1:k1-1)=sqrt(rb1(1:k1-1));
rb2(1:k1-1)=-sqrt(rb2(1:k1-1));
if ki<len
w(kil+1l:len)=usqrt(w(kl+i:1len));
end
end
end

function w=hololog(z,k)
% Mikko Nummelin, 2007

if nargin<2
k=1;
end
w=zeros(1,length(z));
br=0;p=0;
if k<length(z)
for kil=k+1:length(z)
s=log(z(kl))+2*i*pi*br;
if abs(s-p)>abs(s+2*ixpi-p)
w(k1)=s+2%ixpi;
p=s+2*ix*xpi;
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br=br+1;
elseif abs(s-p)>abs(s-2%i*pi-p)
w(k1)=s-2%ixpi;

p=s-2%ix*pi;
br=br-1;
else
w(kl)=s;
p=s;
end
end
end
if k>1
for ki1=1:k-1
s=log(z(kl))+2*i*pi*br;
if abs(s-p)>abs(s+2*i*pi-p)
w(k1l)=s+2%ixpi;
p=s+2%i*pi;
br=br+1;
elseif abs(s-p)>abs(s-2%i*pi-p)
w(k1)=s-2%ixpi;
p=s-2%ix*pi;
br=br-1;
else
w(kl)=s;
p=s;
end
end
end

end

function w=holsqrt(z,k)
% Mikko Nummelin, 2007

if nargin<2
k=1;
end
w=zeros(1,length(z));
p=-1;
if k<length(z)
for kil=k+1:length(z)
s=sqrt(z(k1));
if abs(s-p)>abs(s+p)
w(kl)=-s;p=-s;
else
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w(kl)=s;p=s;
end
end
end
if k>1
for ki1=1:k-1
s=sqrt(z(k1));
if abs(s-p)>abs(s+p)
w(kl)=-s;p=-s;
else
w(kl)=s;p=s;
end
end
end

end
function [k,n]=innerangle(z)
% Mikko Nummelin, 2007

k=0;min_ang=0;
for ki1=1:length(z)

if kl==
prev=z(1)-z(length(z));
else
prev=z(kl)-z(k1-1);
end

if kl==length(z)
next=z(1)-z(length(z));
else
next=z(k1+1) -z (k1) ;
end
ang=imag(log(prev/next));
if ang<min_ang
k=k1;
min_ang=ang;
end
end
n=pi/(pi+min_ang) ;
end

function [k,n]=innerangle2(z)
% Mikko Nummelin, 2007



end
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k=0;max_ang=0;
range=convhull (real(z) ,imag(z));
range=sort (range(2:length(range)));
range=[range;range(1)];

for ki1=2:length(range)
prev=z(range(kl))-z(range(kl-1));
if ki<length(range)
next=z(range(k1+1))-z(range(k1));
else
next=z(range(2))-z(range (k1)) ;
end
ang=imag(log(next/prev));
if ang>max_ang
k=range (k1) ;
max_ang=ang;
end
end
n=pi/(pi-max_ang) ;

function w=josc(z,n)
% Mikko Nummelin, 2007

end

W=z}
mpind=maxpoint (w) ;
if (abs (w(mpind))>=1)
w=w./(abs(w(mpind))+1E-10);
end
for k=1:n
mpind=minpoint (w) ;
mp=w (mpind) ;
rot=mp’/abs (mp) ;
W=W.*rot;
mp=abs (mp) ;
alpha=(mp-1)*(mp-1)/2;
w=w-alpha./(w-1);
W=w.*rot’;
mpind=maxpoint (w) ;
w=w./(abs (w(mpind))+1E-10);
end
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function w=koebe(z,n)
% Mikko Nummelin, 2007

w=z;

mpind=maxpoint (w) ;

if (abs (w(mpind))>=1)
w=w./(abs(w(mpind))+1E-10);

end

for k=1:n
mpind=minpoint (w) ;
mp=w (mpind) ;
rot=-mp’/abs (mp) ;
W=W.*rot;
mp=-abs (mp) ;
w=(w-mp) ./ (1-mp*w) ;
w=holsqrt(w,mpind) ;
w=(w-sqrt(-mp)) ./ (1-sqrt (-mp) *w) ;
w=w*xrot’;

end

end

function [k,val]=maxpoint(z)
% Mikko Nummelin, 2007

k=1;val=abs(z(1));
for ki1=2:length(z)
if (abs(z(k1))>val)
k=k1;
val=abs(z(k));
end
end
end

function [k,val]l=minpoint(z)
% Mikko Nummelin, 2007

k=1;val=abs(z(1));
for k1=2:1length(z)
if (abs(z(k1))<val)
k=k1;
val=abs(z(k));
end
end



7.1. MATLAB/OCTAVE-OHJELMAKOODIT 105

end

function w=meas_udisk(z)
% Mikko Nummelin, 2007

angles=imag(log(z));
angles=[angles,angles(1)];
len=length(z);
w=zeros(1l,len);
for k=1:1len
if angles(k+1)>angles(k)-pi
w(k)=angles(k+1)-angles(k);
else
w(k)=2*pi+angles(k+1l)-angles(k);
end
end
end

function w=mobius_from_to_points(z,z0,z1,zinf,w0,wl,winf)
w=mobius_from_points(z,z0,z1,zinf);
w=mobius_to_points(w,w0,wl,winf);

end

function w=mobius_from_points(z,z0,z1,zinf)
w=zeros(1,length(z));
p0=-z0*(z1-zinf) ;

pl=zl-zinf;
q0=-zinf*(z1-z0);
ql=z1-z0;
for k=1:length(z)
if z(k)==Inf
w(k)=pl/q1l;
elseif z(k)==zinf
w(k)=Inf;
else
w(k)=(pO+pl*z(k))/(q0+ql*z(k));
end
end

end
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function w=mobius_to_points(z,z0,z1,zinf)
w=zeros(1,length(z));
p0=-z0*(z1-zinf) ;
pl=zl-zinf;
q0=-zinf*(z1-z0) ;
ql=z1-z0;
for k=1:length(z)
if z(k)==Inf
w(k)=zinf;
elseif z(k)==p1l/ql
w(k)=Inf;
else
w(k)=(-p0+q0*z(k))/(p1-q1*z(k));
end
end
end

function s=modular_s(z,zll,zlr,zur,zul)
% Mikko Nummelin, 2007

if z(zll)==Inf
s=(z(zlr)-z(zul))/(z(zur)-z(zul));
elseif z(zlr)==Inf
s=(z(zur)-z(z1l))/(z(zur)-z(zul));
elseif z(zur)==Inf
s=(z(zlr)-z(zul))/(z(zlr)-z(zl1ll));
elseif z(zul)==Inf
s=(z(zur)-z(z11))/(z(zlr)-z(z11));
else
s=(z(zlr)-z(zul)) *(z(zur)-z(z11))/. ..
((z(z1lr)-z(z11) )*(z(zur)-z(zul)));
end
s=real(s);
end

function [k,n]=outerangle(z)
% Mikko Nummelin, 2007

k=0;max_ang=0;
for ki=1:length(z)
if kl==
prev=z(1)-z(length(z));
else



end
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prev=z(kl)-z(kl-1);
end
if kl==length(z)

next=z(1)-z(length(z));
else

next=z(k1+1)-z(k1);
end
ang=imag(log(prev/next));
if ang>max_ang

k=k1;

max_ang=ang;
end

n=pi/(pi+max_ang) ;

end

function w=polygon(v,n)

% Mikko

Nummelin, 2007

if nargin<2

end

n=100;

w=[];

for

end
end

k=1:1length(v)
curr=v (k) ;
if k<length(v)
next=v(k+1);
else
next=v(1);
end
for k2=0:n-1
w=[w, curr+(next-curr) *k2/n] ;
end

function m=qm(z,zll,zlr,zur,zul)
% Mikko Nummelin, 2007

s=modular_s(z,zll,zlr,zur,zul);
m=ellipke(1-1/s)/ellipke(1/s);

end
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function w=udisk(n)
% Mikko Nummelin, 2007

t=0:2%pi/n:2*pi*(n-1)/n;
w=exp (ixt);
end
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